
64.00

x + y = 4

2x + 3y =3

x =       , y =  



अनुच्छेद ५१ क 

मूलभूत कत्तव्छे – प्रत्छेक भारती् नागररकाचछे हछे कत्तव् असछेल की त्ानछे –

(क)	 प्रत्येक	 नागरिकानये	 संविधानाचये	 पालन	 किािये.	 संविधानातील	 आदराांचा,	 िाष्ट्रधिज	 ि	
िाष्ट्रगीताचा	 आदि	 किािा.

(ख)	 सिातंत््ाच्ा	 चळिळीला	 प्रयेिणा	 दयेणाऱ्ा	 आदराांचये	 पालन	 किािये.

(ग)	 दयेराचये	 साि्वभौमति,	 एकता	 ि	 अखंडति	 सुिवषित	 ठयेिण्ासाठी	 प्र्तनरील	 असािये.

(घ)	 आपल्ा	 दयेराचये	 िषिण	 किािये,	 दयेराची	 सयेिा	 किािी.

(ङ)	 सि्व	 प्रकािचये	 भयेद	 विसरून	 एकोपा	 िाढिािा	 ि	 बंधुतिाची	 भािना	 जोपासािी.	
स्सरि्ांच्ा	 प्रवतष्येला	 कमीपणा	 आणतील	 अरा	 प्रथांचा	 त्ाग	 किािा.

(च)	 आपल्ा	 संवमश्र	 संसककृतीच्ा	 िािराचये	 जतन	 किािये.

(छ)	 नैसवग्वक	 प्ा्वििणाचये	 जतन	 किािये.	 सजीि	 प्राण्ांबद्दल	 द्ाबुद्ी	 बाळगािी.

(ज)	 िैज्ावनक	 दृष्ी,	 मानितािाद	 आवण	 वजज्ासूिृतती	 अंगी	 बाळगािी.

(झ)	 साि्वजवनक	 मालमततयेचये	 जतन	 किािये.	 विंसयेचा	 त्ाग	 किािा.

(ञ)	 दयेराची	 उततिोतति	 प्रगती	 िोण्ासाठी	 व्स्तिगत	 ि	 सामूविक	 का्ा्वत	 उच्चतिाची	
पातळी	 गाठण्ाचा	 प्र्तन	 किािा.

(ट)	 ६	 तये	 १४	 ि्ोगटातील	आपल्ा	 पाल्ांना	 पालकांनी	 वरषिणाच्ा	 संधी	 उपलबध	करून	
द्ाव्ात.

भारताचछे संविधान
भाग ४ क

नागररकांची मूलभूत कत्तव्छे
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• संच : ओळख • संचाचे प्रकार • वेन चचत्े     •  समान संच, उपसंच

• चवशवसंच, पूरक संच •  छेद संच, संयोग संच  •   संचातील घटकांची संखया 

जरा आठवूया.

खाली काही चचत्े चदली आहेत. तयांमधये आपलया पररचयाचे वसततुसमूह आहेत. 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9, 10, 11, 
12, ... 

फुलांचा गतुचछ  चकललयांचा जतुडगा पकयांचा थवा वहांचा गठ्ा   संखयांचा गट

 वरील प्रतयेक वसततुसमूहासाठी आपण चवचिष्ट िबद वापरतो. या सव्व उदाहरणांत समूहांतील घटक 

आपणांस अचूक व नेमकेपणाने सांगता येतात. वसतूंचया अिा समूहांना ‘संच’ असे महणतात. 

 आता हे समूह पाहा. ‘गावातील आनंदी मतुले’, ‘वगा्वतील हुिार मतुले.’ समूहाचया या दोनही उदाहरणांमधये

‘आनंदी’ आचण ‘हुिार’ या दोनही िबदांचे अथ्व सापेक्ष आहेत महणजे ‘आनंदी’ वृतती व ‘हुिारी’ या दोनही 

िबदांचे अथ्व नेमकेपणाने सांगता येत नाहीत महणून या समूहांना संच महणता येणार नाही. 

आता पतुढे काही उदाहरणे चदली आहेत. तयांतील कोणतया समूहांना संच महणता येईल ते सांगा. 

(1) आठवड्ाचे सात वार (2) एका वरा्वचे मचहने

(3) वगा्वतील िूर मतुले (4) पचहलया 10 मोजसंखया

(5) महाराष्टट्ातील बळकट गड-चकल्े (6) आपलया सूय्वमालेतील ग्रह

1 संच

चला, शिकूया.
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जाणून घेऊया.

 संच (Sets)

 जया समूहांतील घटक अचूक व नेमकेपणाने सांगता येतात, तया समूहांना संच असे महणतात. 
  संचाला नाव देणयासाठी सव्वसाधारणपणे A, B, C,.....,Z यांपैकी इंग्रजी वण्वमालेतील पचहलया 
चलपीतील अक्षरे वापरतात. 
 संचाचे घटक दाखवणयासाठी a, b, c,... यांपैकी इंग्रजी अक्षरे वापरतात. 
  a हा संच A चा घटक आहे हे ‘a Î A’ असे चलचहतात आचण a हा संच A चा घटक नाही 
हे दाखवणयासाठी ‘a Ï A’ असे चलचहतात. 
 आता आपण संखयांचे संच पाहू. 
 N = { 1, 2, 3, . . .} हा नैसचग्वक संखयासंच (Set of natural numbers) आहे.
 W = {0, 1, 2, 3, . . .} हा पू्ण्व संखयासंच (Set of whole numbers) आहे. 
 I  = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, ...} हा पू्णाांक संखयासंच (Set of integers) आहे. 
 Q हा सव्व पररमेय संखयांचा संच (Set of rational numbers) आहे. 

 R हा वासतव संखयांचा संच (Set of real numbers) आहे. 

  संच शलशिणयाचया पद्धती

संच चलचहणयाचया दोन पद्धती आहेत.

(1) यादी पद्धती (Listing method or roster method)

 या पद्धतीत संचाचे सव्व घटक मचहरपी कंसात चलचहतात व प्रतयेक घटक वेगळा दाखवणयासाठी दोन 
लगतचया घटकांमधये सवलपचवराम देतात. यामधय े घटकांचा क्रम महत्वाचा नसतो, पण सगळे घटक दि्ववणे 
आवशयक असते. 
 उदा. 1 ते 10 मधील चवरम संखयांचा संच यादी पद्धतीने पतुढीलप्रमाणे चलचहता येईल. 
 जसे,  A = {3, 5, 7, 9} चकंवा A = {7, 3, 5, 9} 
 जसे, remember या िबदातील अक्षरांचा संच {r, e, m, b} असा चलचहतात. येथे remember 
या िबदात r, m, e ही अक्षरे एकापके्षा अचधक वेळा आली असली तरी संचात ती एकदाच चलचहली 

आहेत . 

(2) गुणधर्म पद्धती (Rule method or set builder form) 

 या पद्धतीत घटकांची यादी न करता संचाचा सव्वसाधारण घटक चलाने दि्ववून तयाचयापतुढे उभी रेघ 
काढतात. उभया रेघेपतुढे तया चलाचा गतुणधम्व चलचहतात. उदा. A = {x ½ x Î N, 1 < x < 10} याचे 
वाचन संच A चे घटक x असे आहेत की, x ही 1 व 10 चया दरमयानची नैसचग्वक संखया आहे, असे 
करतात. 



3

	 उदा.	 B	=	 {	x  | x	 ही	 1	 त	े 10	 मधील	 मूळ	संख्ा	आहे.}	 ्ामध्े	 1	 त	े 10	 मधील	सर्व	 मूळसंख्ाचंा	

समारेश	 होईल	 महणून B	 हा	 संच	 {2,	 3,	 5,	 7}	 असा	 ्ादी	 पद्धतीनेही	 लललहता	 ्ेईल.	

Q	हा	 परिमे्	संख्ा	संच	 गुणधम्व	 पद्धतीने	 पुढीलप्रमाणे	 लललहता	 ्ेतो.	

Q	={ q
p  |  p, q Î I, q  ¹ 0}	

्ाचे	 राचन	 q
p 	 ्ा	 सररूपाच्ा	 अशा	 संख्ा	आहेत	 की,	 p	 ही	 	 कोणतीही	 पूणाांक	 संख्ा	आलण	 q	 ही	

शून्ेति	 पूणाांक	संख्ा	असेल.	

नमुना	 उदाहिणे	 :	खालील	उदाहिणांत	 प्रत्ेक	संच	 दोनही	 पद्धतींनी	 लललहला	आहे. 

 गुणधर्म पद्धत  यादी पद्धत 

A	=	{	x |  x	हा	DIVISION ्ा	शबदातील	अक्षि	आहे.}			 A	=	{D,	I,	V,	S,	O,	N}

B	=	{	y  | y	ही	संख्ा	अशी	आहे	की	y2	=	9}	 	 B	=	{	-3,	3}

C	=	{z  | z	ही	5	च्ा	पटीतील	30	पके्षा	लहान	नैसलग्वक	संख्ा	आहे.}	 C	=	{	5,	10,	15,	20,	25}

उदा.	:		पुढील	सािणीतील	रिकाम्ा	जागा	भरून	ती	सािणी	पूण्व	किा

यादी पद्धत गुणधर्म पद्धत

A	=	{	2,	4,	6,	8,	10,	12,	14}	 A	=	{x | x	ही	15	पेक्षा	लहान	सम	नैसलग्वक	संख्ा	आहे.}

.................. B	=	{	x | x	ही	1	ते	20	मधील	पूण्व	रग्वसंख्ा	आहे.}

C	=	{	a,	e,	i,	o,	u} ..................

.................. D	=	{	y |  y	हा	इंद्रधनुष्ातील	िंग	आहे.}

.................. P	=	{x  | x	ही	पूणाांक	संख्ा	अशी	आहे	की,	-3	<	x <	3}

M	=	{1,	8,	27,	64,	125.......}	 M	={x  | x	हा	धन	पूणाांकांचा	घन	आहे.}

(1) पुढील	संच	्ादी	पद्धतीन	ेललहा.
(i) सम	नैसलग्वक	संख्ांचा	संच	 (ii)	1	ते	50	मधील	सम	मूळ	संख्ांचा	संच
(iii) 	सर्व	ऋण	पूणाांकांचा	संच		 (iv)	संगीतातील	सात	मूळ	सरिांचा	संच

(2) खाली	लचनहांत	लदलेली	लरधाने	शबदांत	ललहा.

(i) 4
3

 Î Q		 (ii)	-2	Ï N (iii) P	=	{p  |  p	ही	लरषम	संख्ा	आहे.}

सरावसंच 1.1



4

जाणून घेऊया.

(3) कोणतेही दोन संच यादी पद्धतीने आचण गतुणधम्व पद्धतीने चलहा. 

(4) खालील सचं यादी पद्धतीने चलहा. 
 (i)  भारतीय सौर वरा्वतील सव्व मचहनयांचा संच. 
 (ii)  ‘COMPLEMENT’ या िबदातील अक्षरांचा संच. 
 (iii)  मानवाचया सव्व ज्ानेंचद्रयांचा संच. 
 (iv)  1 ते 20 मधील मूळ संखयांचा संच. 
 (v)  पृथवीवरील खंडांचा संच.

(5)  खालील संच गतुणधम्व पद्धतीने चलहा.

 (i)  A = { 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}
 (ii)  B = { 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48}
 (iii)  C = {S, M, I, L, E}
 (iv)  D = {रचववार, सोमवार, मंगळवार, बतुधवार, गतुरुवार, ितुक्रवार, िचनवार}

 (v)  X = {a, e, t}

  संचांचे प्रकार (Types of sets)

संचाचे नाव वयाखया उदािरण
एकघटक संच  
(Singleton Set)

जया संचात फक्त एकच घटक असतो, 
अिा संचास ‘एकघटक संच’ असे 
महणतात. 

A = {2} 

A हा सम मूळ संखयांचा संच 
आहे. 

ररक्त संच  
(Null Set) 
(Empty Set)

जया संचात चदलेलया गतुणधमा्वचा एकही 
घटक नसतो, तयास ‘ररक्त संच’ महणतात.  
हा संच { } चकंवा f (फाय) या 
चचनहाने दाखवतात. 

B = {x | x ही 2 व 3 मधील                                                                                                               
नैसचग्वक संखया आहे.}

\ B = { } चकंवा f

सांत संच  
(Finite Set)

जो संच ररक्त आहे चकंवा जया संचातील 
घटकांची संखया मया्वचदत असते व मोजता 
येते, तयाला ‘सांत संच’ महणतात. 

C = {p | p ही 1 ते 22 
मधील 4 ने चवभाजय 
संखया आहे.} 

C = {4, 8, 12, 16, 20}
अनंत संच 
(Infinite Set)

जया संचातील घटकांची संखया अमया्वद 
असते व मोजता येत नाही तयाला ‘अनंत 
संच’ महणतात. 

N = {1, 2, 3, . . . }
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उदा.  पतुढील संच यादी पद्धतीने चलहून तयांचे सांत संच व अनंत संच असे वगगीकरण करा. 

(i) A = {x  |  x Î N आचण x ही चवरम संखया आहे.}   (ii)   B = {x  | x Î N आचण 3x - 1 = 0}

(iii) C = {x |  x Î N आचण x ही 7 ने चवभाजय संखया आहे.}

(iv) D = {(a, b)  |  a, b Î W, a +b = 9} (v) E = {x   |  x Î I, x2 = 100}

(vi) F = {(a, b)   |  a, bÎ Q,  a +b = 11}

उकल :  (i)  A = {x  | x Î N आचण x ही चवरम संखया आहे.}

A = {1, 3, 5, 7, ......} हा अनंत संच आहे. 

(ii) B = {x  | x Î N आचण 3x - 1 = 0}

3x - 1 = 0      \ 3x = 1        x = 1
3

पण 1
3  Ï  N       \ B  =   {      }        \ B हा सांत संच आहे.

(iii) C = {x  | x Î N आचण x ही 7 ने चवभाजय संखया आहे.}

C = {7, 14, 21, . . . }  हा अनंत संच आहे.

(iv) D = {(a , b)  |  a, b Î W, a +b = 9}

आपण a आचण b चया अिा जोड्ा िोधू िकतो की, a, b पूण्व संखया असून a + b = 9 आहे.

आधी a ची आचण नंतर b ची चकंमत, असा क्रम ठेवून D हा संच यादी पद्धतीने पतुढीलप्रमाणे  
 चलचहता येईल. 

D = {(0, 9), (1, 8), (2, 7), (3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3), (7, 2), (8, 1),(9, 0)}, 

या संचाचे घटक महणजेच संखयांचया जोड्ा मोजता येतात व चनशशचत आहेत.  

\ D हा संच, सांत संच आहे.  

(v) E = {x  | x Î I, x2 = 100}

E = {-10, 10}.  \ E हा सांत संच आहे.

(vi) F = {(a, b )  | a, b Î Q,  a +b = 11 }

F = {(6, 5), (3, 8), (3.5,7.5), (-15, 26),. . .} अिा असंखय जोड्ा चमळतात.

\ F हा अनंत संच आहे.

िे लक्ात घया !

संखयांचे N, W, I, Q, R  हे सगळे संच अनंत संच आहेत. 
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जाणून घेऊया.

 सरान संच (Equal sets)

 संच A मधील प्रतयेक घटक संच B मधये आचण B या संचातील प्रतयेक घटक हा संच A मधये असेल तर ते संच 
समान आहेत असे महणतात.
 ‘A आचण B हे समान संच आहेत’ हे चचनहात A = B असे चलचहतात. 
उदा (1)     A = { x  | x हे ‘listen’ या िबदातील अक्षर आहे.}   \ A = { l, i, s, t, e, n}
       B  = { y  | y हे ‘silent’ या िबदातील अक्षर आहे.}  \ B = { s, i, l, e, n, t}
 A आचण B यांतील घटकांचा क्रम वेगवेगळा आहे, पण घटक तेच आहेत महणून A व B हे संच समान आहेत. 
 महणजेच A = B आहे. 
उदा (2)  A = {x  | x = 2n, n Î N, 0 < x £ 10}, A = {2, 4, 6, 8, 10} 
  B  = { y  | y ही समसंखया आहे, 1 £ y £ 10}, B = {2, 4, 6, 8, 10}

\ A व B हे समान संच आहेत. 
  आता खालील संचांचा चवचार करू. 
  C = {1, 3, 5, 7}   D = { 2, 3, 5, 7} 
  C आचण D समान संच आहेत असे महणता येईल का? अथा्वतच नाही. 
  कारण 1 Î C, 1 Ï D, 2 Î D, 2 Ï C

महणून C व D समान संच नाहीत. महणजेच  C ¹ D
उदा (3)  जर A = {1, 2, 3} आचण  B = { 1, 2, 3, 4}तर A ¹ B याचा पडताळा घया. 

उदा (4)  A = {x  | x ही मूळ संखया व 10 < x < 20} आचण B  = {11, 13, 17, 19}
  येथे  A = B आहे याचा पडताळा घया. 

(1)  खालीलपैकी कोणते संच समान आहेत व कोणते नाहीत ते सकारण चलहा. 
 A = { x  | 3x - 1 = 2}
 B = { x  | x नैसचग्वक संखया आहे पण x मूळही नाही व संयतुक्तही नाही.} 
 C = {x  | x Î N, x < 2}
(2)  A व B समान आहेत का ते सकारण चलहा. 

 A = सम असलेलया मूळसंखया  B = {x |  7x - 1 = 13}
(3)  खालीलपैकी कोणते संच ररक्त आहेत ते सकारण चलहा. 

 (i)  A = { a |  a ही िूनयापेक्षा लहान असणारी नैसचग्वक संखया आहे.}

 (ii)  B = {x | x2 = 0} (iii) C = { x | 5 x - 2 = 0,  x Î N}  

सरावसंच 1.2
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(4) खालीलपैकी	कोणते	संच	सांत	र	कोणते	अनंत	आहेत	ते	सकािण	ललहा.

(i) A	=	{	x | x < 10, x	ही	नैसलग्वक	संख्ा} (v) प्र्ोगशाळेतील	उपकिणांचा	संच

(ii) B	=	{y | y < -1, y	ही	पूणाांक	संख्ा} (vi) पूण्व	संख्ासंच
(iii) 	C	=	तुमच्ा	शाळेतील	9	री	मधील	सर्व	लरद्ार्ाांचा	संच		 (vii)	परिमे् 	संख्ासंच
(iv) 	तुमच्ा	गारातील	िलहराशांचा	संच

जाणून घेऊया.

 वेन आकृती (Venn diagrams)

संच	 लललहण्ासाठी	 बलंदसत	आकृत्ांचा	 उप्ोग	 लरिलटश	 तक्कशासत्रज्ञ	 जॉन	 रेन	 ्ांनी	 प्रथम	 केला.	 महणून	 अशा	
आकृत्ानंा	 ‘रेन	आकृती’	 महणतात.	 रेगरेगळ्ा	 संचांतील	 संबंध	 समजण्ासाठी	आलण	 संचांरि	आधारित	 उदाहिणे	
सोडरण्ासाठी	 ्ा	 आकृत्ांचा	 चांगला	 उप्ोग	 होतो.	 रेन	 आकृत्ांनी	 संच	 कसे	 दाखरले	 जातात	 ते	 खालील	 
उदाहिणांररून	समजून	घ्ा.		

उदा.	A	=	{	1,	2,	3,	4,	5}	
	रेन	आकृतीने	A	हा	संच	खाली	दाखरला	आहे.	 	 	 	 	

B	=	{x | -10	£ x £ 0,	x पूणाांक}

शेजािील	रेन	आकृती	B		हा	संच	दश्वरते.

 उपसंच (Subset)

जि	A	आलण	B	हे	दोन	संच	असतील	आलण	संच	B	चा	प्रत्ेक	घटक,	संच	A	चा	देखील	घटक	असेल	ति	संच	
B	ला	संच	A	चा	उपसंच	महणतात	आलण	B	Í	A	अशा	लचनहाने	दाखरतात.	त्ाच	ेराचन	‘B	उपसंच	A’	असे	लकंरा	 
‘B	हा	A	चा	उपसंच	आहे’	असेे	कितात.	

उदा (1)   A	=	{	1,	2,	3,	4, 5,	6,	7,	8}
B	=	{2,	4,	6,	8} 																	
B	मधील	प्रत्ेक	घटक	A	चा	देखील	घटक	आहे.	
महणजेच	B	Í A.	

ही	मालहती	रेन	आकृतीने	कशी	दाखरली	आह	ेते	पाहा.

   			0	 				-1					-2						-3	
-4				-5					-6						-7
-8					-9				-10

B

					1	 	2
         3

     5	 	4

A

	 तक्कशासत्र	 र	 संभाव्ता	 ्ा	
लरष्ांना	 गलणती	 रूप	 देण्ाचे	
काम	जॉन	रेन	्ांनी	प्रथम	केले.	
‘लॉजजक ऑफ चानस’ हे	 त्ांचे	
प्रलसद्ध	पुसतक	आाहे.	1834-1923

1		 																					3

       5 
       7

8			2						4
6

A
B
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कृती : वगा्वतील मतुलांचा संच व तयाच वगा्वतील पोहता येणाऱया 

मतुलांचा संच वेन आकृतीने दाखवले आहेत. 

तयाप्रमाणे खालील उपसंचांसाठी वेन आकृतया काढा.  

(1) (i) वगा्वतील मतुलांचा संच

(ii) वगा्वतील सायकल चालवू िकणाऱया मतुलांचा संच

(2) खाली काही फळांचा एक संच चदला आहे.

{पेरू, संत्े, आंबा, फणस, चचकू, जांभूळ, सीताफळ, पपई, करवंद}
पतुढील उपसंच दाखवा. (i) एक बी असणारी फळे   (ii) एकापके्षा जासत चबया असणारी फळे

आता आणखी काही उपसंच पाहू.  

उदा (2) N = नैसचग्वक संखया संच.   I = पूणाांक संखया संच. 

 येथे N Í I. कारण सव्व नैसचग्वक संखया हा पूणाांक संखया सतुद्धा असतात हे आपलयाला माहीत आहे. 

उदा (3) P = { x | x हे 25 चे वग्वमूळ आहे.}  S = { y | y Î I, -5 £ y £ 5} 

यादी पद्धतीने P हा संच चलहू. P = {-5, 5} 
यादी पद्धतीने S हा संच चलहू.  S = {-5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5} 
येथे P चा प्रतयेक घटक S चा घटक आहे. 

\ P Í S

(i) प्रतयेक संच सवत:चा उपसंच असतो. महणजेच A Í A

(ii) ररक्त संच हा प्रतयेक संचाचा उपसंच असतो. महणजेच f Í A

(iii)  जर A = B  तर A Í B आचण B Í A

(iv)  जर A Í B व B Í A तर A = B

उदा.   A = { 1, 3, 4, 7, 8} या संचाचे उपसंच पाहू.  

जसे P = { 1, 3},      T = {4, 7, 8}, V = {1, 4, 8}, S = {1, 4, 7, 8}

असे आणखी अनेक उपसंच तयार करता येतील. तयांपैकी कोणतेही पाच उपसंच चलहा. 

वगा्वतील 
मतुल े      वगा्वतील 

पोहता येणारी 
    मतुले

िे लक्ात ठेवूया.
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   कृती : प्रतयेक चवद्ाथया्वने कागदाचे साधारण सारखया आकाराचे नऊ चत्कोण आचण एक थाळी घयावी. 

चत्कोणावर 1 ते 9 या संखया चलहावयात. मग प्रतयेकाने आपापलया थाळीत संखया चलचहलेले काही 

चत्कोणी कागद ठेवावेत. आता प्रतयेकाजवळ 1 ते 9 या संखया असणाऱया संचाचा उपसंच तयार 

होईल. 

 सतुजाता हमीद   मतुक्ता नंचदनी   जोसेफ
 

1      3          
  5      7

    9

2     4   
   

6
     

8

1      4  
        

9

1

2   3 4

5 6 7

8 9

2   3

     5   7

 सतुजाता, हमीद, मतुक्ता, नंचदनी आचण जोसेफ यांचया थाळ्ांमधून कोणकोणतया संखया चदसत आहेत 

ते पाहा. प्रतयेकाने कोणता चवचार करून संखया चनवडलया आहेत हे ओळखा. तयावरून प्रतयेक संच 

गतुणधम्व पद्धतीने चलहा.

 

      

उदा.  खाली काही संच चदलेले आहेत. 
 A = { ..., -4, -2, 0, 2, 4, 6, ...}  B = {1, 2, 3, .....}
 C = {..., -12, -6, 0, 6, 12, 18.....} D = {..., -8, -4, 0, 4, 8, .....}
 I   = { ....., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, .....}
यावरून पतुढीलपैकी कोणती चवधाने सतय आहेत यावर चचा्व करा. 

 (i) A हा B, C, D या प्रतयेक संचाचा उपसंच आहे.  (ii) B हा वरील सव्व संचांचा उपसंच आहे. 

जाणून घेऊया.

  शवशवसंच (Universal set)
 आपण जया संचांचा चवचार करणार आहोत तया सवाांना सामावून घेणारा एक मोठा संच शवशवसंच महणून 
घेता येतो. तयाचया बाहेरील घटकांचा आपण चवचार करत नाही. चवचारात घेतलेला प्रतयेक संच चवशवसंचाचा 
उपसंच असतो. 
उदा (1) आपलयाला िाळेतील वारंवार अनतुपशसथत राहणाऱया 9 वीचया काही चवद्ाथयाांचया अनतुपशसथतीचा 

अभयास करायचा आहे. तयासाठी 9वी या इयततेतील चवद्ाथयाांचया संचाचा चवचार करावा लागेल. 
येथे तया इयततेतील सव्व चवद्ाथयाांचा संच चकंवा िाळेतील सव्व चवद्ाथयाांचा संच हा चवशवसंच घेता 
येईल.   

 

.  

चला, चचा्म करूया.
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आता दुसरे उदाहरण पाहू.

उदा (2) आपलयाला िाळेतील चक्रकेट खेळणाऱया मतुलांतून 15 मतुलांचा संघ चनवडायचा आहे; तर िाळेतील 
चक्रकेट खेळणाऱया सव्व खेळाडूंचा संच हा चवशवसंच होऊ िकतो. 

  तयांतील योगय तया 15 खेळाडूंचा संघ हा तया 

  चवशवसंचाचा उपसंच आहे. 

  शवशवसंच साधारणपणे ‘U’ या अक्राने दि्मवतात.  

वेन आकृतीरधये शवशवसंच सारानयत: आयताने दाखवतात.      

  पूरक संच (Complement of a set)

समजा U हा चवशवसंच आहे. जर B Í U, तर संच B मधये नसलेलया परंततु चवशवसंच U मधये असलेलया घटकांचया 
संचाला संच B चा पूरक संच महणतात. संच B चा पूरक संच B¢ चकंवा BC ने दि्ववतात.  

\ B¢ = {x | x Î U, आचण x Ï B} असे B¢ चे वण्वन करता येईल. 

उदा (1)  U = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}                              

 A = {2, 4, 6, 8, 10}

   \ A¢ = {1, 3, 5, 7, 9} 

उदा (2)   समजा  U = { 1, 3, 9, 11, 13, 18, 19}                 
 B = {3, 9, 11, 13}

 \ B¢ = {1, 18, 19}
 आता (B¢)¢ काढा. तयावरून काय चनषकर्व चनघतो?  
 (B¢)¢  हा संच महणजे B¢ मधये नसलेलया परंततु U मधये असलेलया घटकांचा संच.
 (B ¢)¢ = B चमळाले का?   

 वरील माचहती वेन आकृतीवरून समजून घया.

पूरक संचाचा पूरक संच मिणजे शदलेला संच असतो. 

िे लक्ात ठेवूया.

 पूरक संचाचे गुणधर्म
 (i)  A आचण A¢ यांचयामधये सामाईक घटक नसतो. 
 (ii)  A Í U आचण A¢ Í U     
 (iii) चवशवसंचाचा पूरक संच हा ररक्तसंच असतो.  U¢ = f    
 (iv) ररक्तसंचाचा पूरक संच हा चवशवसंच असतो.  f¢= U

U
िाळेतील चक्रकेट खेळणारे सव्व चवद्ाथगी

 चक्रकेटचा संघ

                         
                     
         

     
        

 3  9
 11  13

 18

 19

 1
U

 1  3 5          A¢
                               7 
          
               9 

2  
4 6      8

 10

A

U

B B¢
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(1)  जर A = {a, b, c, d, e}, B = { c, d, e, f  }, C = {b, d}, D = {a, e}
 तर पतुढीलपैकी कोणती चवधाने सतय व कोणती चवधाने असतय आहेत ते चलहा. 
 (i) C Í B  (ii) A Í D  (iii) D Í B  (iv) D Í A  (v) B Í A  (vi) C Í A

(2) 1 ते 20 मधील नैसचग्वक संखयांचा चवशवसंच घेऊन X आचण Y वेन आकृतीने दाखवा. 

 (i) X = { x  |  x Î N, आचण 7 < x < 15}

 (ii) Y = { y  |  y Î N, y ही 1 ते 20 मधील मूळसंखया आहे.}

(3)  U = {1, 2, 3, 7, 8, 9, 10, 11, 12}
 P = {1, 3, 7, 10} 
 तर (i) U, P आचण P¢ वेन आकृतीने दाखवा.   (ii) (P¢)¢ = P याचा पडताळा घया. 

(4)  जर A = {1, 3, 2, 7} तर A या संचाचे कोणतेही तीन उपसंच चलहा. 

(5) (i) पतुढील संचांपैकी कोणते संच दुसऱया कोणतया संचांचे उपसंच आहेत, ते चलहा. 
  P हा पतुणयातील रचहवािांचा संच आहे.   M हा मधयप्रदेिातील रचहवािांचा संच आहे. 
  I हा इंदौरमधील रचहवािांचा संच आहे.   B हा भारतातील रचहवािांचा संच आहे. 
  H हा महाराष्टट्ातील रचहवािांचा संच आहे. 
 (ii) वरीलपैकी कोणता संच या उदाहरणात चवशवसंच महणून घेता येईल?

(6*) खाली काही संच चदले आहेत. तयांचा अभयास करताना कोणता संच तया संचांसाठी चवशवसंच   
 घेता येईल? 
 (i)  A = 5 चया पटीतील संखयांचा संच,  B = 7 चया पाढ्ातील संखयांचा संच. 
     C = 12 चया पटीतील संखयांचा संच. 
 (ii)  P = 4 चया पटीतील पूणाांक संखयांचा संच.  T = सव्व सम वग्व संखयांचा संच.

(7) वगा्वतील सव्व चवद्ाथयाांचा संच हा चवशवसंच मानू. गचणतात 50% चकंवा तयापेक्षा अचधक गतुण 
चमळवणाऱया चवद्ाथयाांचा संच A मानला तर A चा पूरक संच चलहा. 

जाणून घेऊया.

 संचांवरील शरिया

दोन संचांचा छेद (Intersection of two sets)
 समजा A आचण B हे दोन संच आहेत. A आचण B या संचांमधील सामाईक घटकांचया संचाला A आचण 
B या संचांचा छेदसंच असे महणतात. तो A Ç B असा चलचहतात आचण तयाचे वाचन A छेद B असे करतात. 

\   A Ç B = {x  |  x Î A आचण x Î B} 

सरावसंच 1.3
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िे लक्ात ठेवूया.

8 91 2        3
4     7           6 10  C
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2
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7 8
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उदा (1) A = { 1, 3, 5, 7} B = { 2, 3, 6, 8}
आता वेन आकृती काढू. 
A आचण B या दोनही संचांतील 3 हा सामाईक घटक आहे. 
\ A Ç B = {3}

 उदा (2)  A = {1, 3, 9, 11, 13}   B = {1, 9, 11}
 संच A व संच B मधये 1, 9, 11 हे सामाईक घटक आहेत. 
\ A Ç B = {1, 9, 11} परंततु B = {1, 9, 11}
\ A Ç B = B 
येथे B हा A चा उपसंच आहे, हे लक्षात ठेवूया.  
\ जर B Í A तर  A Ç B = B.     तसेच       जर  B Ç A = B, तर B Í A

छेदसंचाचे गतुणधम्व
(1) A Ç B = B Ç A (2) जर A Í B तर  A Ç B = A
(3) जर A Ç B = B तर B Í A (4) A Ç B Í A आचण A Ç B Í B
(5) A Ç A¢ = f (6) A Ç A = A (7) A Ç f = f

कृती ः वेगवेगळी उदाहरणे घेऊन वरील गतुणधमाांचा पडताळा घया.

जाणून घेऊया.

 शवशिन्न संच (Disjoint sets)
समजा, A = { 1, 3, 5, 9} 

आचण B = {2, 4, 8} हे दोन संच चदले आहेत. 

संच A व B मधये एकही सामाईक घटक नाही. महणजेच ते संच पूण्वपणे 
चभन्न चकंवा चवभक्त आहेत. महणून तयांना ‘चवभक्त’ चकंवा ‘चवचभन्न’ संच 
असे महणतात. या संचांची वेन आकृती पाहा. 

कृती I :  येथे A, B, C हे संच वेन आकृतयांनी दाखवले आहेत. 

तयापंैकी कोणते दोन संच चवचभन्न आहेत ते चलहा. 

  2 4

8 

  1 3

   5        9

A B 
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  कृती II :   इंग्रजी अक्षरांचा संच हा चवशवसंच आहे असे समजा. 
  येथे संचांचे घटक इंग्रजी अक्षरे आहेत.
  समजा, LAUGH या िबदातील अक्षरांचा एक संच आहे.
  आचण CRY या िबदातील अक्षरांचा दुसरा संच आहे. 
  हे चवभक्त संच आहेत, असे महणता येईल.
  या दोनही संचांचा छेद ररक्त आहे हे अनतुभवा. 

  दोन संचांचा संयोग (Union of two sets)

समजा, A आचण B  हे दोन संच आहेत. या दोनही संचातील घटकांनी चमळून होणाऱया संचाला A आचण B या 
संचांचा संयोग संच महणतात. तो A È B असा चलचहतात आचण A संयोग B  असा वाचतात. 

 A È B = {x  |  x Î A चकंवा x Î B}
उदा (1)  A = {-1, -3, -5, 0}
  B = {0, 3, 5}
  A È B =  {-3, -5, 0, -1, 3, 5}
  लक्षात घया की, A È B = B È A
उदा (2)  

िेजारील वेन आकृतीत दि्ववलेलया संचांवरून खालील संच यादी 
पद्धतीने चलहा.

(i) U    (ii) A   (iii) B    (iv) A È B   (v) A Ç B   

(vi) A¢  (vii) B¢ (viii)(A È B)¢ (ix) (A Ç B)¢

        

उकल :  U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}
   A = {2, 4, 6, 8, 10},      B = {1, 3, 5, 7, 8, 10}
   A È B ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10}   A Ç B = {8, 10}
  A¢ = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 12} B¢ = {2, 4, 6, 9, 11, 12}

  (A È B)¢ ={9, 11, 12}        (A Ç B)¢ = {1, 2, 3, 4,  5, 6, 7, 9, 11, 12}

उदा (3)         A = {1, 2, 3, 4, 5}     B = {2, 3}
       आता या उदाहरणाची वेन आकृती पाहू. 
       A È B = {1, 2, 3, 4, 5}
       संच A आचण संच A È B मधये नेमके तेच घटक आहेत. 

        यावरून, जर B Í A तर A È B = A  
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 संयोग संचाचे गुणधर्म
 (1) A È B = B È A (2) जर A Í  B तर A È B = B
 (3) A Í A È B,  B Í A È B            (4) A È A¢= U   
 (5) A È A = A (6) A È f = A

जाणून घेऊया.

  संचातील घटकांची संखया (Number of elements in a set)

 समजा A = {3, 6, 9, 12,15} हा चदलेला संच आहे. या संचात 5 घटक आहेत.
 संच A मधील घटकांची संखया n (A) अिी दाखवतात.    \ n (A) = 5  
 समजा B = { 6, 12, 18, 24, 30, 36}   \ n (B) = 6

संयोग संच आशण छेद संच यांतील घटकांचया संखया 
 वरील संच A आचण संच B चवचारात घेतलयास,
 n (A) + n (B) = 5 + 6 = 11 ----(1)  
 A È B = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 24, 30, 36}  \ n (A È B) = 9--------(2)
 A Ç B काढू. महणजेच संच A आचण संच B मधील सामाईक घटक पाहू. 
 A Ç B = {6, 12}  \  n (A Ç B) = 2--------(3)
 लक्षात घया, n (A) आचण n (B) मोजताना A Ç B चे घटक दोनदा मोजले आहेत. 
 n (A) + n (B) - n (A  Ç B ) = 5 + 6 - 2   = 9 तसेच n (A È B ) = 9
 समीकरणे (1), (2) आचण (3) वरून असे चदसते की,

 \ n (A È B ) = n (A) + n (B) - n (A Ç B)   

 वरील चनयमाचा पडताळा सोबतचया वेन आकृतीवरून घया. 

 n (A) =  ,   n (B) =      

 n (A È B )=  , n (A Ç B)= 

 \ n (A È B ) = n (A) + n (B) -  n (A Ç B)   

िे लक्ात ठेवूया.

n (A È B ) = n (A) + n (B) - n (A Ç B)
महणजेच n (A) + n (B) = n (A È B ) + n (A Ç B)

  आता  A = {1, 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13}  B = {1, 2, 4, 6, 8, 12, 13}

 हे संच घेऊन वरील चनयमाचा पडताळा घया. 

3
9             6

       15      12
       18

24                       
30  36       

 A  

िे लक्ात ठेवूया.

B
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जाणून घेऊया.

  संचांवर आधाररत शाब्दक उदाहरणे 

उदा.   एका	रगा्वत	70	लरद्ाथथी	आहेत.	त्ांपैकी	45	लरद्ार्ाांना	लरिकेट	हा	खेळ	आरडतो.	52		लरद्ार्ाांना	
खो-खो	हा	खेळ	आरडतो.	असा	एकही	लरद्ाथथी	नाही	की	ज्ाला	्ांपैकी	एकही	खेळ	आरडत	नाही.	ति	
लरिकेट	आलण	खो-खो	हे	दोनही	खेळ	आरडणाऱ्ा	मुलांची	संख्ा	काढा.	फक्त	लरिकेट	आरडणािी	मुले	
लकती	?

उकल :	 ह	ेउदाहिण	आपण	दोन	िीतींनी	सोडरू.

रीत I : रगा्वतील	एकूण	लरद्ाथथी	=	70

	 लरिकेट	आरडणाऱ्ा	लरद्ार्ाांचा	संच	A	मानू.		खो-खो	आरडणाऱ्ा	लरद्ार्ाांचा	संच	B	मानू.	

	 प्रत्ेक	लरद्ार्ा्वला	लरिकेट	र	खो-खो	पैकी	एक	तिी	खेळ	आरडतो.	

	 लरिकेट	लकंरा	खो-खो	आरडणाऱ्ा	लरद्ार्ाांची	संख्ा	महणजेच	n (A È B	)	
 \ n (A È B	)	=	70	
	 लरिकेट	आलण	खो-खो	ह	ेदोनही	खेळ	आरडणाऱ्ा	मुलांची	संख्ा	=	n (A Ç B)
 n (A)		=	45,									n (B)	=	52	 	

 n (A È B	)	=	n (A)	+	n (B)	-	n (A Ç B)	हे	आपल्ाला		माहीत	आहे.

 \  n (A Ç B)	 =		 n (A)	+	n (B)	-	n (A È B	)	
	 	 	 	 =		 45	+	52	-	70	=	27

 \ दोनही	खेळ	आरडणािी	मुले	27,	लरिकेट	आरडणािी	मुले	45	आहेत.	\ फक्त	लरिकेट	आरडणािी	मुले		
	 	 	 	 =	45	-	27	=	18

         A Ç B		हा	दोनही	खेळ	आरडणाऱ्ा	लरद्ार्ाांचा	संच	आहे.		\  n (A Ç B)=	27
रीत II : लदलेली	मालहती	रेन	आकृतीत	दश्वरूनही	दोनही	खेळ	आरडणाऱ्ा	मुलांची	संख्ा	पुढीलप्रमाणे	 
	 	 काढता	्ेते. 

n (A Ç B)	=	x	मानू.	n (A)	=	45,	n (B)	=	52,

n (A È B	)	=	70	हे	आपल्ाला	मालहत	आहे.

\ n (A Ç B)	=	x =	n (A)	+	n (B)	-	n (A È B)
	 	 							=	45	+	52	-	70	=	27
रेन	आकृती	ररून	फक्त	लरिकेट	आरडणािी	मुले	=	45	-	27		
	 	 	 	 	 	 							=18

 A

	(45-x)     x 

B
 

(52-x)
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(1) जर n (A) = 15, n (A È B ) =  29,  n (A Ç B) = 7 तर n (B)  = चकती?
(2) एका वसचतगृहात 125 चवद्ाथगी आहेत, तयांपैकी 80 चवद्ाथगी चहा घेतात, 60 चवद्ाथगी कॉफी घेतात

आचण 20 चवद्ाथगी चहा व कॉफी ही दोनही प्रकारची पेये घेतात, तर एकही पेय न घेणाऱया चवद्ाथयाांची
संखया काढा.

(3) एका सपधा्व परीक्षेला 50 चवद्ाथगी इंग्रजीत उततीण्व झाले. 60 चवद्ाथगी गचणत चवरयात उततीण्व झाले.
40 चवद्ाथगी दोनही चवरयांत उततीण्व झाले. एकही चवद्ाथगी दोनही चवरयांत अनतुततीण्व झाला नाही. तर एकूण
चवद्ाथगी चकती होते ?

(4*) एका िाळेतील इयतता नववीचया 220 चवद्ाथयाांचया आवडींचे सववेक्षण केले. तयांपैकी 130 चवद्ाथयाांनी 
चगररभ्रमणाची आवड आहे असे सांचगतले व 180 चवद्ाथयाांनी आकािदि्वनाची आवड आहे असे सांचगतले. 
110 चवद्ाथयाांनी चगररभ्रमण आवडते व आकािदि्वनही आवडते असे सांचगतले. तर चकती चवद्ाथयाांना या 
दोनहींपैकी किाचीच आवड नाही? चकती चवद्ाथयाांना फक्त चगररभ्रमण आवडते? चकती चवद्ाथयाांना फक्त
आकािदि्वन आवडते? 

(5) िेजारील वेन आकृतीवरून पतुढील सव्व संच चलहा.  

(i) A (ii) B (iii) A È B  (iv) U

(v) A¢ (vi) B¢ (vii) (A È B)¢

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 1

(1) खालील प्रशनांसाठी अचूक पया्वय चनवडा.

(i) M = {1, 3, 5},  N = {2, 4, 6}, तर M Ç N = ?

(A) {1, 2, 3, 4, 5, 6}    (B) {1, 3, 5}    (C) f     (D) {2, 4, 6}

(ii) P = {x | x ही चवरम नैसचग्वक संखया, 1< x £ 5} हा संच यादीपद्धतीने कसा चलचहला जाईल?

(A) {1, 3, 5}     (B) {1, 2, 3, 4, 5}      (C) {1, 3}     (D) {3, 5}

(iii) P = {1, 2, .........10}, हा कोणतया प्रकारचा संच आहे?
(A) ररक्त संच     (B) अनंत संच     (C) सांत संच     (D) यांपैकी नाही

(iv) M È N = {1, 2, 3, 4, 5, 6} आचण M = {1, 2, 4} तर खालीलपैकी N हा संच
कोणता?
(A) {1, 2, 3}     (B) {3, 4, 5, 6}     (C) {2, 5, 6}     (D) {4, 5, 6}

सरावसंच 1.4
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 (v)  जर P Í M, तर PÇ(P È M) हा खालीलपैकी कोणता संच आहे? 

   (A) P     (B) M     (C) PÈM     (D) P¢ÇM
 (vi)  खालीलपैकी कोणता संच ररक्त संच आहे? 
        (A) समांतर रेरांचया छेदन चबंदूंचा संच   (B) सम मूळसंखयांचा संच 
        (C) 30 पके्षा कमी चदवस असलेलया इंग्रजी मचहनयांचा संच

  (D) P = {x |  x Î I, -1< x < 1}
(2)  खालील उपप्रशनांसाठी अचूक पया्वय चनवडा. 
 (i)  खालीलपैकी कोणता समूह संच आहे?
  (A) इंद्रधनतुषयातील रंग   (B) िाळेचया आवारातील उंच झाडे
  (C) गावातील श्ीमंत लोक  (D) पतुसतकातील सोपी उदाहरणे
 (ii)  NÇW हा संच खालीलपैकी कोणता? 
   (A) {1, 2, 3, .....}    (B) {0, 1, 2, 3, ....}    (C) {0}    (D) {  }

 (iii)  P = {x  |  x हे indian या िबदातील अक्षर आहे} तर P हा संच यादी पद्धतीने खालीलपैकी 
  कोणता ?
  (A) {i, n, d}    (B) {i, n, d, a}    (C) {i, n, a}    (D) {n, d, a}
 (iv)  जर T = {1, 2, 3, 4, 5} व M = {3, 4, 7, 8} तर T È M = ?
  (A) {1, 2, 3, 4, 5, 7}  (B) {1, 2, 3, 7, 8}  
  (C) {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8} (D) {3, 4}
(3) एका गटातील 100 लोकांपैकी 72 लोक इंग्रजी बोलतात आचण 43 लोक फ्रेंच बोलतात. हे 100 लोक इंग्रजी 

चकवा फ्रेंच यांपैकी चकमान एक भारा बोलतात, तर चकती लोक फक्त इंग्रजी बोलतात? चकती लोक फक्त फ्रेंच 
बोलतात? आचण चकती लोक इंग्रजी आचण फ्रेंच या दोनही भारा बोलतात?

(4)  पाथ्वने वृक्षसंवध्वन सप्ाहात 70 झाडे लावली तर प्रज्ाने 90 झाडे लावली. तयांपैकी 25 झाडे दोघांनीही चमळून 
लावली, तर पाथ्व चकंवा प्रज्ा यांनी एकूण चकती झाडे लावली?

(5)  जर n (A) = 20, n (B) = 28 व n (A  È B) = 36 तर  n (A  Ç B) = ?

(6)  एका वगा्वतील 28 चवद्ाथयाांपैकी 8 चवद्ाथयाांचया घरी फक्त कुत्ा पाळला आहे, 6 चवद्ाथयाांचया घरी फक्त 
मांजर पाळले आहे. 10 चवद्ाथयाांचया घरी कुत्ा आचण मांजर दोनहीही पाळले आहे तर चकती चवद्ाथयाांचया 
घरी कुत्ा चकंवा मांजर यांपैकी एकही प्राणी पाळलेला नाही? 

(7)  पतुढील प्रतयेक उदाहरणातील संचांचा छेद संच वेन आकृतीचया साहाययाने दाखवा. 

 (i) A ={3, 4, 5, 7}  B ={1, 4, 8}
 (ii) P = {a, b, c, e, f} Q ={l, m, n , e, b}
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कृती I : ररकामया जागी संचाचे घटक शलिा. 
U = {1, 3, 5, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15}

A = {1, 11, 13} B = {8, 5, 10, 11, 15} A¢ = {........} B¢ = {........}

A Ç B = {............} A¢ Ç B¢ = {...............}

A È B  = {............} A¢ È B¢ = {............} 

(A Ç B)¢ = {............} (A È B)¢ = {............}

पडताळा घया : (A Ç B)¢ = A¢ È  B¢,  (A È B)¢ = A¢ Ç B¢

कृती II : तरुचया आसपासचया 20 कुटुंबाकडून पुढील राशिती शरळवा.

(i) मराठी वत्वमानपत्े घेणाऱया कुटुंबांची संखया.
(ii) इंग्रजी वत्वमानपत्े घेणाऱया कुटुंबांची संखया.
(iii) इंग्रजी व मराठी या दोनही भारांतील वत्वमानपत्े घेणाऱया कुटुंबांची संखया.

 चमळवलेली माचहती वेन आकृतीने दाखवा.

���

     2       3      1
      7        5

     10
  8

9
11 13

4
A

U
B

(iii)  X =  {x | x ही 80  व 100 यांचया दरमयानची मूळसंखया आहे }

Y =  {y | y ही 90  व 100 मधील चवरम संखया आहे }

(8) खालीलपैकी कोणते संच कोणतया संचांचे उपसंच आहे ते चलहा.
X = सव्व चौकोनांचा संच. Y = सव्व समभतुज चौकोनांचा संच. 
S = सव्व चौरसांचा संच. T = सव्व समांतरभतुज चौकोनांचा संच.
V = सव्व आयतांचा संच. 

(9) जर M हा कोणताही एक संच असेल, तर M È f आचण M Ç f चलहा.

(10*)   

                                  िेजारील वेन आकृतीवरून U, A, B, A  È B 

                                      आचण A Ç B हे संच चलहा.

(11) जर  n (A) = 7,   n (B) = 13, n (A Ç B) = 4,  तर   n (A  È B} = ?
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2 वासतव संखया

• पररमेय संखयांचे गतुणधम्व • अपररमेय संखयांचे गतुणधम्व  •  करणी

• वग्वकरणींची ततुलना • वग्वकरणींवरील चक्रया • वग्वकरणींचे पररमेयीकरण

मागील इयततांमधये आपण नैसचग्वक संखया, पूणाांक संखया आचण वासतव संखया यांचा अभयास केला आहे. 
N =  नैसचग्वक संखयासंच = {1, 2, 3, 4, ...}
W  =  पणू्व संखयासंच = {0, 1, 2, 3, 4,...}
I =  पणूाांक संखयासंच = {..., -3,-2,-1,0,1,2,3...}
Q =  पररमेय संखयासंच = { p

q
, | p, q Î I, q ¹ 0}

R =  वासतव संखयासंच. 
N Í W Í  I Í  Q Í  R. 

परररेय संखयांरधील रिरसंबंध : q
p आचण s

r    या पररमेय संखया असून q > 0, s > 0

 (i) जर p ´ s = q ´ r   तर q
p = s

r (ii) जर p ´ s > q ´ r  तर q
p > s

r

(iii) जर p ´ s < q ´ r  तर q
p < s

r

जाणून घेऊया.

  परररेय संखयांचे गुणधर्म (Properties of rational numbers) 

a, b, c  या पररमेय संखया असतील तर
गतुणधम्व बेरीज गतुणाकार 

1. क्रमचनरपेक्षता a + b = b + a a ´ b = b ´ a

2. साहचय्व (a + b) + c = a + (b + c) a ´(b ´ c) = (a ´ b) ´ c 

3. अचवकारक a + 0 = 0 + a = a a ´ 1 = 1 ´ a = a

4. वयसत a + (-a) = 0
a ´ 

1
a

 = 1       (a ¹ 0)

जरा आठवूया.

चला, शिकूया.
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कोणत्याही	परिमे्	संख्ेचे	दशयांश	अपूणयाांकी	रूप	खंडित	डकंवया	अखिं	आवतती	असते.	

 खंडित रूप अखिं आवतती रूप

(1)  2
5
				=	0.4		 (1)			 17

36
	=	0.472222...	=	0.472

(2) −
7
64 	=	-0.109375	 (2)		 33

26
	=	1.2692307692307...	=	1.2692307

(3)	 101
8
	=	12.625	 (3)		 56

37
	=	1.513513513...	=	1.513

जाणून घेऊया.

अखंि आवतती दशांश रूपातील परिमेय संखया
p
q  या रूपात मांिणे.

उदा (1)				0.777....	हया	आवतती	दशयांश	अपूणयाांक	
p
q 	रूपयात	डिहया.

उकल : 	 	समजया	x	=	0.777...	=		0.7

       \ 10 x	=		7.777...	=	7.7

\  10x -x	=		7.7	-	0.7

\	9x	=		7

\  x = 7
9

\		0.777...	=	 9
7

उदा (2)					7.529529529...	हया	आवतती	दशयांश	अपूणयाांक	
p
q 	रूपयात	डिहया.

उकल :	समजया,	x	=	7.529529...	=	7.529

\     1000  x	=	7529.529529...	=7529.529

\    1000 x - x	=	7529.529 	-	7.529

\					999	x	=	7522.0	 \    x  = 
7522
999

 \			7.529  = 
7522
999

जिा आठवूया.

				डवचयाि	करू्या.

2.43	 ही	संख्या	 p
q
	रूपयात

डिडहण्यासयाठी	कया्	कियाि	?
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 (1)	 दिलेल्या	संख्ेत	िशयांश	दिन्यानंतर	लगेि	दिती	अंि	आवतती	आ्ेत	्े	पयाहून	त्याप्रमयाणे	त्या	संख्ेलया	10,	

100,	1000	्यांपैिी	्ोग्	संख्ेने	गुणयावे.	उिया.		2.3	्या	संख्ेत	3	्या	एिि	अंि	आवतती	आ्े.	म्णून		 

2.3		्ी	संख्या	 q
p 	रूपयात	आणण्यासयाठी	दतलया	10	ने	गुणयावे.	

	 	1. 24 	्या	संख्ेत	2,	4	्े	िोन	अंि	आवतती	आ्ेत.	म्णून		1. 24 			लया	100	ने	गुणयावे.		
	 	1.513 	्या	संख्ेत	5,	1,	3		्े	तीन	अंि	आवतती	आ्ेत.	म्णून		1.513 	लया	1000	ने	गुणयावे.
	(2)	 पररमे्	संख्ेच्या	छिेयािे	मूळ	अव्व	तपयासया.	त्यांत	2	अयादण	5	्यांच्या	व्दतररक्त	मूळसंख्या	नसतील	तर	त्या	

परमे्	संख्ेिे	िशयांश	रूप	खंदित	असते.	2	व	5	व्दतररक्त	मूळसंख्या	्ी	छेियािया	अव्व	असेल	तर	त्या	
संख्ेिे	िशयांश	रूप	अखंि	आवतती	असते.	

सरावसंच 2.1

1.		 खयालीलपैिी	िोणत्या	पररमे्	संख्यांिे	िशयांश	रूप	खदंित	असेल	आदण	िोणत्या	संख्ेिे	िशयांश	रूप	अखंि	 
	 आवतती	असेल	ते	दल्या.

 (i) 13
5

  (ii) 2
11

  (iii) 29
16

  (iv) 17
125

  (v) 11
6

2.		 	खयालील	पररमे्	संख्या	िशयंाश	रूपयात	दल्या.	

 (i) 127
200

         (ii) 25
99

  (iii) 23
7

  (iv) 4
5

  (v) 
17
8

3.		 खयालील	पररमे्	संख्या	
p
q 		रूपयात	दल्या.	

	 (i)	0.6	 	 	(ii)	0.37 	 	 (iii)	3.17 	 	 (iv)	15.89 	 	 (v)2.514

जरा आठवूया.

	 	 खयालील	संख्यारेषेवर	ियाखवलेल्या	 2 	व	 3 	ह्या	संख्या	पररमे्	नया्ीत,	म्णजेि	त्या	अपररमे्	आ्ेत.	

  	 ्या	संख्यारेषेवर	OA	=	1	एिि	अंतर	आ्े.	O	च्या	ियावीििे	B	दिंिू्ी	1	एिि	अंतरयावर	आ्े.	B	दिंिूिया	दनिदेशि	

-1	आ्े.	P	दिंिूिया	दनिदेशि	 2 	असून	त्यािी	दवरुद्ध	संख्या	C	्या	दिंिूने	िश्शवली	आ्े.	C	दिंिूिया	दनिदेशि	-	 2  

आ्े.	त्याप्रमयाण	े 3 	िी	दवरुद्ध	संख्या	-	 3 	िश्शवणयारया		दिंिू	D	आ्े.	

OBCD A P
0 1-1 33 22- -

हे लक्ात ठेवूया.
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जाणून घेऊया.

   अपरिमेय आडण वासतव संखया (Irrational and real numbers)

 2 	ही	संख्या	अपरिमे्	आहे	हे	अप्रत्क्ष	डसद्धतया	देऊन	डसद्ध	कितया	्ेते.	

 2 	ही	परिमे्	संख्या	आहे	हे	गृहीत	धरू.		ती	 q
p 	मयानू.

	  
p
q 	हे	त्या	परिमे्	संख्ेच	ेसंडक्षप्त	रूप	आहे	महणजेच		p व q मध्े	1	पेक्षया	वेगळया	सयामयाईक	डवभयाजक	नयाही,	

अस	ेमयानू.

  2  = 
p
q     \		 2	=	

P
q

2

2 					(दोनही	बयाजूंचया	वग्ग	करून)

 \			2q2	= p2

	 \		 p2 ही	समसंख्या	आहे.		

	 \		 p सुद्धया	समसंख्या	अयाहे,	महणजेच	2	हया	p चया	डवभयाजक	आहे.	....(I)

	 \			p =	2t		 	 \	p2	= 4t2	 	 t	Î	I

	 \		 2q2	= 4t2			( \ p2	=	2q2)	 \		q2	= 2t2		 \	q2	ही	सम	संख्या	आहे.	\	q ही	सम	संख्या	आहे.	

 \		 2	हया	q	चया	सुद्धया	डवभयाजक	आहे.	 	 	 ....	(II)

	 डवधयान	(I)	व	(II)	वरून	2	हया	p	आडण	q	्यांचया	सयामयाईक	डवभयाजक	आहे.	

	 ही	डवसंगती	आहे.	कयािण	
p
q 	मध्े	p आडण	q चया	1	व्डतरिक्त	एकही	सयामयाईक	डवभयाजक	नयाही.	

 \	 	 2 		ही	परिमे्	संख्या	आहे	हे	गृहीत	चुकीच	ेआहे.	\	 2 	ही	अपरिमे्	संख्या	आहे.	

	 ्याच	पद्धतीने	 3 ,	 5 	्या	अपरिमे्	संख्या	आहेत	हे	दयाखवतया	्ेते.	त्यासयाठी	3	डकंवया	5	हया,	n	चया	डवभयाजक	

असेि	तिच	तो	n2	चया	ही	डवभयाजक	असतो	्या	डन्मयाचया	उप्ोग	किया.

 2 ,	 3 ,	 5 	अशया	संख्या,	संख्यािेषेवि	दयाखवतया	्ेतयात.	
	 जी	संख्या	संख्यािेषेवि	डबंदूने	दयाखवतया	्ेते,	ती	वयासतव	संख्या	आह	ेअसे	महणतयात.	
	 थोिक्यात,	संख्यािेषेविीि	प्रत्ेक	 डबंदूचया	 डनददेशक	ही	वयासतव	संख्या	असते	आडण	प्रत्ेक	वयासतव	संख्ेशी	
डनगडित	असणयािया	डबंदू	संख्यािेषेवि	असतो.	
	 आपल्यािया	 मयाहीत	आहे,	की	 प्रत्ेक	 परिमे्	 संख्या	 वयासतव	संख्या	असते.	 पिंतु	 2 	,	 3 ,	 - 2 ,	p,	 
3	+ 2 	अशया	वयासतव	संख्या	परिमे्	नयाहीत.	महणून	प्रत्ेक	वयासतव	संख्या	ही	परिमे्	असतेच	असे	नयाही	हे	िक्षयात	
ठेवया.
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  अपरिमेय संखययंची दशयंश रूपयत मयंडणी

आपण 2 व 3 या संखयांची वर्गमुळे भाराकार पद्धतीने काढू. 

2 चे वर्गमूळ 3  चे वर्गमूळ

   1.41421...         1.732....
  1     2.00  00  00  00 ....   1    3. 00  00  00  00 ....
+1   -1 +1  -1
   24   100   27    200

+4    -96 +7   -189
   281     400  343      1100

+ 1    -281 + 3    -1029
  2824     11900  3462   007100

+ 4    -11296 + 2      -6924
  28282       60400  3464       0176

+ 2     - 56564
  28284 1     0383600

\	 2  = 1.41421... \	 3  = 1.732...

येथे भाराकारातील दशांश चचन्ापुढील अंकांची संखया कधी्ी संपत ना्ी. म्णजेच अनंत अंकांचा क्रम चमळतो. ्ा क्रम 
का्ी अंकांचया रटाचया आवत्गनाने तयार ्ोत ना्ी. म्णून ्े संखयेचे दशांशरूप अखंड अनावतती असते. 

2 , 3  या संखया अपररमेय संखया आ्ेत. म्णजेच 1.4142... आचण 1.732... यासदु्धा अपररमेय संखया 

आ्ेत. ययवरून लक्यत घयय, की अखंड अनयवतती दशयंश रूपयतील संखयय अपरिमेय असते. 

संखयय p

कृती I 
जाड काड्गबोड्गवर वरेवेरळ्ा चरिजयांची वतु्गळे काढा. तीन, चार वतु्गळाकृती चकतया कापा. प्रतयेक चकतीचया 
कडेवरून दोरा चिरवून प्रतयेक वतु्गळाकृती चकतीचा परीघ मोजा. खालील सारणी पूण्ग करा. 
अ. क्र. चरिजया वयास (d) परीघ (c) रुणोततर = c

d

1 7 सेमी

2 8 सेमी

3 5.5 सेमी

शेजारील सारणीवरून 
c
d  ्े रुणोततर

प्रतयेक वेळी 3.1 चया जवळपास येते. 
म्णजे स्थर असते ्े लक्ात येईल. 
ते रुणोततर p या चचन्ाने दश्गवतात. 
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कृती II
p	ची अंदाजे चकंमत काढणयासाठी 11 सेमी, 22 सेमी व 33 सेमी लांबीचे तारेचे तुकडे घया. प्रतयेक तारेपासून वतु्गळ 
तयार करा. तया वतु्गळांचे वयास मोजा व खालील सारणी पूण्ग करा. 
वतु्गळ क्र. परीघ वयास परीघ व वयास यांचे 

रुणोततर
1 11 सेमी

2 22 सेमी

3 33 सेमी

 वतु्गळाचा परीघ व वयास यांचे रुणोततर ्ी स्थर संखया असते, ती अपररमेय असते. ती संखया p	या चचन्ाने 

दश्गवली जाते. p ची अंदाजे चकंमत 22
7

 चकंवा 3.14 घेतात.

 थोर भारतीय रचणती आय्गभट यांनी इ. स. 499 मधये p ची चकंमत 62832
20000

 = 3.1416 अशी काढली ्ोती.

 3  ्ी अपररमेय संखया आ्े ्े आपण पाच्ले आ्े. आता 2 + 3  ्ी संखया अपररमेय आ्े का ते पाहू.

 समजा, 2 + 3  ्ी संखया अपररमेय ना्ी असे मानू. म्णजेच ती पररमेय असायला ्वी.

 जर 2 + 3  पररमेय असेल तर 2 + 3  = 
p
q  आ्े असे मानू.

 \ 3  = 
p
q  - 2 ्े समीकरण चमळते.

 येथे डावी बाजू अपररमेय संखया आचण उजवी बाजू पररमेय संखया अशी चवसंरती येते.

  म्णजेच 2 + 3   ्ी पररमेय संखया नसून ती अपररमेय संखया आ्े, ्े चसद्ध ्ोते. 

  तयाचप्रमाणे 2 3  अपररमेय आ्े ्े दाखवता येते. 

दोन अपररमेय संखयाची बेरीज चकंवा रुणाकार पररमेय असू शकतो ्े पुढीलप्रमाणे पडताळता येते. 

जसे, 2 + 3  +(- 3  ) = 2, 4 5 	¸	 5 	=	4,  (3 + 5 )	-	( 5 )	= 3,  

 2 3  ´	 3  = 6   2  ´	 5 	=	 10 ,		 	 2 5 - 5 	=	 5

हे लक्यत ठेवूयय.

अपरिमेय संखययंचे रुणधम्ग 

(1)  पररमेय संखया व अपररमेय संखया यांची बेरीज चकंवा वजाबाकी ्ी अपररमेय संखया असते. 
(2)  शूनयेतर पररमेय संखया व अपररमेय संखया यांचा रुणाकार चकंवा भाराकार ्ीसुद्धा एक अपररमेय संखया असते. 
(3)  दोन अपररमेय संखयांची बेरीज, वजाबाकी, रुणाकार व भाराकार ्े मारि पररमेय चकंवा अपररमेय असू शकतात.

 परीघ व वयास यांचे रुणोततर 
22
7  चया जवळपास आले का याचा 

पडताळा घया.
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जाणून घेऊया.

 वासतव संखयावंरील रिरसंबंधाचे गुणधर्म 

1.  जर a आचण b या दोन वासतव संखया असतील तर तयांचयामधये a = b चकंवा a < b चकंवा a > b यांपैकी 
कोणता तरी एकच संबंध असतो. 

2.  जर a < b आचण b < c तर a < c   3. जर a < b  तर a + c < b + c

4.  जर a < b अाचण जर c > 0 तर ac < bc  आचण जर c < 0 तर ac > bc
 पररमेय व अपररमेय संखया घेऊन वरील चनयम पडताळून पाहा. 

  ऋण संखयेचे वग्मरूळ  

 जर   a = b तर b2 = a हे आपलयाला माहीत आहे. 

 यावरून जर 5  = x तर x2 = 5 हे आपलयाला समजते. 

 तसेच आपलयाला हे माहीत आहेे, की कोणतयाही वासतव संखयेचा वग्व ही नेहमी ॠणेतर संखया येते.  

महणजे कोणतयाही वासतव संखयेचा वग्व कधीही ऋण नसतो. पण ( -5  )2 = -5 \ -5  ही वासतव संखया नाही. 

 महणजेच ऋण वासतव संखयेचे वग्वमूळ वासतव संखया नसते.  

सरावसंच 2.2

(1)   4 2  ही संखया अपररमेय आहे हे चसद्ध करा. 
(2)  3 + 5  ही संखया अपररमेय संखया आहे हे चसद्ध करा. 
(3) 5 , 10  या संखया संखयारेरेवर दाखवा.
(4)  खाली चदलेलया संखयाचंया दरमयानचया कोणतयाही तीन पररमेय संखया चलहा. 
 (i) 0.3 आचण -0.5  (ii) -2.3 आचण -2.33
 (iii) 5.2 आचण 5.3  (iv) -4.5 आचण -4.6

जाणून घेऊया.

  धन परररेय संखयचेे रूळ (Root of positive rational number)

 जर x2 = 2 तर x =  2  चकंवा x = - 2 , असते. 2  आचण - 2  हा अपररमेय संखया आहेत हे 

आपलयाला माहीत आहे. ,7 83 4 , यांसारखया संखया सतुद्धा अपररमेय असतात.

 n धन पूणाांक संखया असून व xn = a असेल, तर x हे a चे n वे मूळ आहे असे महणतात. हे मूळ पररमेय चकंवा 
अपररमेय असते.  

 उदा. 25 = 32 \  2 हे 32 चे 5 वे मूळ पररमेय आहे, पण x5 = 2 तर x = 25  ही अपररमेय संखया आहे. 
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 करणी (Surds)

 आपलयाला माहीत आहे की 5 ही पररमेय संखया आहे परंततु 5  ही पररमेय नाही. जयाप्रमाणे वासतव संखयेचे 
वग्वमूळ चकंवा घनमूळ पररमेय चकंवा अपररमेय असू िकते तयाचप्रमाणे n वे मूळ देखील पररमेय चकंवा अपररमेय असू 
िकते. 

जर n  िी 1 पेक्ा रोठी पणूाांक संखया असेल आशण a या धन वासतव संखयेचे n वे रूळ x ने दाखवले तर 
xn = a शकंवा an = x असे शलशितात.

जर a ही धन परररेय संखया असेल आशण a चे n वे रूळ x िी अपरररेय संखया असेल तर x िी करणी 
(अपरररेय रूळ) आिे असे मिणतात. 

 an  ही करणी संखया असेल तर  या चचनहाला करणी शचनि (radical sign) महणतात.  n या संखयेला 
तया करणीची कोटी (order of the surd) महणतात आचण a ला करणीसथ संखया (radicand) असे महणतात. 

(1)  समजा a = 7, n = 3, तर 73  ही करणी आहे. कारण 73  ही अपररमेय आहे.

(2)  समजा a = 27 आचण n = 3 असेल तर 273  = 3 ही अपररमेय संखया नाही महणून 273  ही करणी नाही.

(3) 83 ही करणी आहे का?
समजा 83 = p   p3 = 8.  कोणतया संखयचेा घन 8 आहे?
आपलयाला माहीत आहे की, 2 या संखयचेा घन 8 आहे.

83  मधय ेa  = 8 ही पररमेय संखया आहे. येथे n = 3 ही धन पूणाांक संखया आहे. परंततु 83  ही संखया अपररमेय

नाही कारण 8 चे घनमूळ 2 आहे. \ 83  ही करणी नाही. 

(4) आता 84  चा चवचार करू,
येथे a  = 8,  करणीची कोटी  n = 4; परंततु 8 ही संखया कोणतयाही पररमेय संखयचेा चौथा घात नाही.
महणजे 84 ही अपररमेय संखया आहे.  \ 84  ही करणी आहे.
आपण फक्त कोटी 2 असणाऱया महणजे 3 , 7 , 42  इतयादी करणींचा चवचार करणार आहोत.
कोटी 2 असणाऱया करणींना वग्म करणी महणतात.

  करणीचे सोपे रूप

कधी कधी करणी संखयांना सोपे रूप देता येते. जसे  (i) 48  = 16 3´ = 16  ´ 3  = 4 3

(ii) 98  = 49 2´  = 49 ´ 2  = 7 2

2 , 3 , 5 ....अिा काही करणी सोपया रूपातील करणी आहेत. तयांना आणखी सोपे रूप देता येत नाही. 

  सजातीय करणी (Similar or like surds)

2 , -3 2 , 4
5 2  या काही सजातीय करणी आहेत. जर p आचण q या पररमेय संखया असतील तर

p a ,  q a  या सजातीय करणी अाहेत असे महणतात. दोन करणी सजातीय असणयासाठी तयांची कोटी सरान 
असावी लागते. तसेच करणीस्थ संखयािी सरान असावया लागतात. 
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 45  व 80  या करणींची कोटी 2 आहे, महणजे यांची कोटी समान आहे, परंततु करणीसथ संखया समान नाहीत. 

महणून या करणी सजातीय नाहीत असे चदसते. या करणींना सोपे रूप देऊ. 

 45  = 9 5´ = 9  ´ 5  = 3 5   आचण 80  = 16 5´  = 16  ´ 5  = 4 5

 3 5  व 4 5  या करणी सजातीय आहेत 

 महणजे 45  व 80  या करणींची सोपी रूपे सजातीय करणी आहेत.

िे लक्ात ठेवूया.

  सोपया रूपातील करणींची कोटी व करणीसथ संखया समान होत असतील तर तया करणींना सजातीय करणी महणतात. 

जाणून घेऊया.

  करणींची तुलना (Comparison of surds)

 समजा a, b, k  या धनवासतव संखया असलया तर

 a <b   यावरून ak < bk चमळते.   \ a 2< ab < b2

महणजे a < b तर a 2< b2

उलट a 2< b2 असेल तर a  = b, a  > b आचण a < b या िकयता पाहू. 

a  = b वरून a 2 = b2, a  > b वरून a2 > b2 चमळते परंततु हे अिकय

\ a < b चमळते. महणजे a 2< b2  तर a < b
येथे a  आचण b या वासतव संखया असलयाने तया पररमेय संखया चकंवा करणी असू िकतात. 
याचा उपयोग करून दोन करणींमधील लहान-मोठेपणा तपासू. 

  (i) 6 2 , 5 5      (ii) 8 3 , 192       (iii) 7 2 , 5 3

        36  ´ 2    ? 25  ´ 5  64 ´ 3   ?  192         49  ́  2   ?  25  ́  3

             72  ?  125                    192  ? 192                           98   ?  75  

       परंततु   72  <  125   परंततु 192   =  192                परंततु  98    >    75

      \ 6 2    <   5 5             \ 192   =   192          \ 7 2    >    5 3

      \ 8 3    =   192     
   शकंवा        शकंवा

 (6 2 )2  (5 5 )2,      (7 2 )2  (5 3 )2,
   72 < 125         98 > 75
   \ 6 2    <    5 5        \ 7 2    >   5 3
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  सजातीय करणींवरील क्रिया (Operations on like surds)

सजातीय करणींवर बेरीज, वजाबाकी, गुणाकार, भागाकार या क्रिया करता येतात. 

उदा (1) सोपे रूप द्ा :  7 3  + 29 3 	  

उकल : 7 3  + 29 3  = (7 + 29) 3  = 36 3 	 	 	

उदा (2) सोपे रूप द्ा :  7 3  - 29 3

उकल  : 7 3  - 29 3  = (7 - 29) 3  = -22 3

उदा (3) सोपे रूप द्ा :  13 8  + 
1
2 8  - 5 8

उकल  : 13 8  + 
1
2

8  - 5 8   = (13 + 1
2

 -5) 8  = ( 26 1 10
2

+ − ) 8  

  = 17
2

8= 17
2

4 2´  

 	 =	17
2

 ´	2 2    =17 2

उदा (4) सोपे रूप द्ा :  

उकल :             =  

                =   

                =  (8 + 2 - 5) 5

                =  5 5

उदा (5) करणींचा गुणाकार करा ः 7  ´	 42

उकल : 7  ´	 42  = 7 42´  = 7 7 6´ ´ =7 6 								( 7 6  ही अपररमेय संखया आहे.) 

उदा (6) करणींचा भागाकार करा : 125  ¸	 5

उकल : 
125

5  =
125

5  = 25  = 5  (5 ही पररमेय संखया आहे.) 

उदा (7) 50  ´ 18 	= 25 2 9 2´ ´ ´  = 5 2  ´	3 2  = 15 ´	2 = 30 

दोन करणींचा गुणाकार क्कंवा भागाकार ही पररमेय संखया असू शकते, हे वरील उदाहरणांवरून लक्ात घया.  

    क्वचार करूया.

?	=
?	=
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  करणीचे परररेयीकरण (Rationalization of surd)

 दोन करणींचा गतुणाकार पररमेय संखया येत असेल तर तयांपैकी कोणतयाही एका करणीस दुसऱया करणीचा 

परररेयीकरण गुणक (Rationalizing Factor) महणतात. 

उदा (1) 2  या करणीला 2  ने गतुणले असता 2 2´  = 4  चमळतात. 4  = 2 ही पररमेय संखया आहे. 

 \ 2  चा पररमेयीकरण गतुणक 2  आहे. 

उदा (2) 2  ´ 8  हा गतुणाकार करा.  

2  ´ 8  = 16  = 4 ही पररमेय संखया आहे. 

  \ 2  चा 8  हा पररमेयीकरणाचा गतुणक आहे.

तयाप्रमाणे तर 8 2  ही करणीसतुद्धा 2  या करणीचा पररमेयीकरण गतुणक आहे. 

कारण 2  ´ 8 2  =  8 2  ´ 2  = 8 ´ 2 = 16. 

6 , 16  50  हे 2  चे पररमेयीकरण गतुणक आहेत का हे पडताळा.

िे लक्ात ठेवूया.

चदलेलया करणीचा पररमेयीकरण गतुणक एकमेव नसतो. एखादी करणी चदलेलया करणीचा पररमेयीकरण गतुणक 
असेल तर चतला िूनयेतर पररमेय संखयेने गतुणून येणारी करणीसतुद्धा चदलेलया करणीचा पररमेयीकरण गतुणक असते. 

उदा (3) 27   चा पररमेयीकरण गतुणक चलहा. 

उकल : 27   =   9 3#  = 3 3 \ 3 3  ´ 3  = 3 ´ 3 = 9 ही पररमेय संखया आहे.  

\ 3  हा 27  या करणीचा पररमेयीकरण गतुणक आहे. 

लक्षात घया की, 27   = 3 3  महणजे 3 3   ´ 3 3  = 9 ´ 3 = 27. 

 महणजे 27   या चदलेलया करणीचा 3 3  हा सतुद्धा पररमेयीकरण गतुणक असेल. या वयचतररक्त 4 3 , 7 3

असे अनेक गतुणक चमळतील.  यांपैकी 3  हा सवाांत सोपया मांडणीतील पररमेयीकरण गतुणक आहे.

उदा (4) 1
5

 चया छेदाचे पररमेयीकरण करा.

उकल : 
1
5

 = 
1
5

 ´ 5
5

 = 5
5         ....अिंाला व छेदाला 5 ने गतुणू.

उदा (5) 
3

2 7
  चया छेदाचे पररमेयीकरण करा.

उकल :   
3

2 7     = 
3

2 7  ´ 7
7

=  
3 7
2 7´  = 

3 7
14       (येथे  2 7  ला  7 ने गतुणणे पतुरेसे आहे.)
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िे लक्ात ठेवूया.

छेदाचे पररमेयीकरण करणयासाठी पररमेयीकरण गतुणकाचा उपयोग होतो.    
 कोणतयाही संखयेचा छेद पररमेय संखया असणे सोईचे असते महणून छेदांचे पररमेयीकरण करतात. 

सरावसंच 2.3

(1)  पतुढील करणींचया कोटी सांगा. 

 (i) 73       (ii) 5 12       (iii) 104       (iv) 39       (v) 183

(2)  पतुढीलपैकी कोणतया संखया करणी आहेत हे सांगा. 

 (i)  513        (ii) 164       (iii) 815       (iv) 256       (v) 643       (vi) 
22
7

(3)  खालील जोड्ापंैकी कोणतया करणींचया जोड्ा सजातीय व कोणतया चवजातीय आहेत हे ओळखा. 

 (i) 52 , 5 13   (ii) 68 , 5 3  (iii) 4 18 , 7 2  

 (iv) 19 12 , 6 3  (v) 5 22 , 7 33  (vi) 5 5 , 75

(4)  खालील करणींना सोपे रूप द्ा. 

 (i) 27      (ii) 50       (iii) 250       (iv) 112      (v) 168

(5)  खालील संखयांमधील लहानमोठेपणा ठरवा. 

 (i) 7 2 , 5 3   (ii) 247 , 274   (iii) 2 7 , 28    

 (iv) 5 5 , 7 2   (v) 4 42 , 9 2  (vi) 5 3 , 9 (vii) 7, 2 5

(6)  सोपे रूप द्ा. 

 (i) 5 3  + 8 3    (ii) 9 5  -  4 5  + 125

 (iii) 7 48  - 27  - 3    (iv)  7  - 3
5

7  + 2 7   

(7) गतुणाकार करा आचण तो सोपया रूपात चलहा.

 (i) 3 12  ´ 18  (ii) 3 12  ´ 7 15

 (iii) 3 8  ´ 5   (iv) 5 8  ´ 2 8  

(8)  भागाकार करा आचण तो सोपया रूपात चलहा. 

 (i) 98  ¸ 2      (ii)     125  ¸ 50     (iii) 54  ¸ 27     (iv) 310  ¸ 5

(9)  छेदाचे पररमेयीकरण करा. 

 (i) 3
5

     (ii) 1
14

     (iii) 5
7

     (iv) 
6

9 3      (v) 
11

3



31

जरा आठवूया.

आपलयाला हे माहीत आहे, की

जर a  > 0, b > 0 तर ab a b= × = ab a b= ×

( )( )a b a b a b+ − = −2 2 ; a a( ) =
2

; a a2 =

 गतुणाकार करा. 

उदा (1)  2 ( 8  + 18 ) 

       = = × + ×

+=
2 8 2 18

16 36

=    4 + 6

=    10

    उदा (2) ( 3 - 2 )(2 3 -3 2 )
= −( ) − −( )
= × − × − × + ×

−

+

= × − + ×
= −

3 2 3 3 2 2 2 3 3 2

3 2 3 3 3 2 2 2 3 2 3 2

2 6 2 6

6 6

3 3 3 2
5 66

612 5= −

=
=
=
=
=

जाणून घेऊया.

  वग्म करणीचे बविपद रूप (Binomial quadratic surd) 

 y 5 + 3 ; 3
4

+ 5  ही वग्व करणीची शविपद रूपे आहेत; तसेच  5  - 3 ;    3
4

- 5  ही

 सतुद्धा करणींची शविपद रूपे आहेत.

खालील गतुणाकार अभयासा. 

 y  ( a  + b ) ( a  - b ) = ( a )2 - ( b )2 = a -b 

 y ( 5  + 3 )( 5 - 3 ) = ( 5 )2 -( 3 )2 = 5 - 3 = 2

 y  ( 3 + 7 )( 3 - 7 ) = ( 3 )2 - ( 7 )2 = 3 - 7 = -4

 y  (
3
2 + 5 )(

3
2 - 5 ) = (

3
2 )2 - ( 5 )2 =

9
4 - 5 =

9 20
4

-
= -

11

4

( 5  + 3 ) व ( 5  - 3 ) या शविपद करणींचया जोडीचा गतुणाकार पररमेय संखया आहे. अिा  

 शविपद करणींचया जोड्ांना अनुबद्ध जोड्ा महणतात. 

 शविपद करणी व चतची अनतुबद्ध जोडी या दोनही संखया परसपरांचे पररमेयीकरणाचे गतुणक असतात. 

5 - 3  चकंवा 3 - 5  यांपैकी प्रतयेक शविपद करणी ही 5  + 3   या शविपद करणीची अनतुबद्ध जोडी  
आहे. 
तसेच 7 + 3  ची अनतुबद्ध जोडी 7 - 3  आहे.  

=

y

y

y

y

y
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िे लक्ात ठेवूया.

शविपद करणींचया अनतुबद्ध जोडीतील पदांचा गतुणाकार नेहमी पररमेय संखया येतो. 

जाणून घेऊया.

  छेदाचे परररेयीकरण (Rationalization of the denominator)

  शविपद करणी व चतची अनतुबद् ध जोडी यांचा गतुणाकार पररमेय असतो, या गतुणधमा्वचा उपयोग करून, छेद 

शविपद करणी असणाऱया संखयांचया छेदांचे पररमेयीकरण करता येते.

उदा.(1)   1
5 3-

 या संखयेचया छेदाचे पररमेयीकरण करा.

उकल : 5  - 3 या शविपद करणींची अनतुबद्ध जोडी 5  + 3   आहे

1
5 3-

 = 
1

5 3-
´

 +  
 +  

 +  
 ( ) -( )

 +   +  
2 2

5 3
5 3

5 3
5 3

5 3
5 3

5 3
2

= =
−

=

उदा (2)  3 +  
8

2 5    या संखयेचया छेदाचे पररमेयीकरण करा. 

उकल :   3 +2 5  या शविपद करणीचीअनतुबद्ध जोडी  3   2 5-  आहे.

 
 3 +  

8
2 5

=  
 3 +  

8
2 5

 ´  3 -
 3 -

2 5
2 5

= 
8 3   

3  
2 2

2 5

2 5

−

−  

( )
( ) ( )

= 8 3  - 8
 9  - 

´
´
2 5
2 5

 = 24 2 5
18 5

 - 8
  - 

 = 24 2 5
13
 - 8

 

सरावसंच 2.4

(1) गतुणाकार करा

(i) 3 ( 7  - 3 ) (ii) ( 5  - 7 ) 2 (iii) (3 2 - 3 )(4 3 - 2 )

(2) खालील संखयांचया छेदांचे पररमेयीकरण करा.

(i) 
1

7 2+
(ii) 3

5 3 2 2 -
(iii) 

4
7 3+4

(iv) 5 3
5 3
-

 +
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जाणून घेऊया.

   केवलरूलय (Absolute value)

 x ही वासतव संखया असेल तर x चे केवलमूलय (Absolute Value) चकंवा संखया ररेेवरील िूनयापासूनचे चतचे 

अंतर ½x½असे चलचहतात. ½x½ चे वाचन x चे केवलमूलय असे करतात. 

 केवलमूलयाची वयाखया पतुढीलप्रमाणे करतात.

   

 

जर x > 0 तर ½x½ = x जर x धन असेल तर x चे केवलमूलय x असते.

जर x = 0 तर ½x½ = 0 जर x िूनय असेल तर x चे केवलमूलय िूनयच असते.              

जर x < 0 तर ½x½ = -x जर x ऋण असेल तर x चे केवलमूलय x चया चवरुद्ध संखयेएवढे असते.  

उदा (1) ½3½ = 3   ½-3½ = -(-3) = 3   ½0½ = 0

  कोणतयािी वासतवसंखयेचे केवलरूलय ऋण नसते. 

उदा (2)  खालील चकंमत काढा. 

  (i) ½9-5½= ½4½ = 4  (ii) ½8-13½= ½-5½= 5  

  (iii) ½8½-½-3½= 5   (iv) ½8½´½4½= 8 ´ 4 = 32

उदा (3)  सोडवा ½x-5½= 2 

उकल :  ½x-5½= 2  \ x - 5 = +2 चकंवा  x - 5 = -2

   \ x = 2 + 5  चकंवा   x = -2+5

   \   x = 7 चकंवा  x = 3

  
सरावसंच 2.5

(1) चकंमत काढा. 

 i) ½15 - 2½           (ii)  ½4 - 9½           (iii) ½7½´½-4½

(2) सोडवा 

 (i) ½3x-5½= 1     (ii) ½7-2x½= 5     (iii) ½
8

2
- x

½= 5     (iv) ½5+
x
4 ½= 5
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-
3
42 512

-119 2

-9 -5.........

3 11 5 7

-3 2

3

2 34 6

465
5  ´´3 5

¸ 3

31

+3

+10 6

´2

´ 2

¸5

¯

 ´ 

 ´ 

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 2

कृती (I) :  िेजारील काडाांवर काही वासतवसंखया 
चलचहलया आहेत. तयांचा उपयोग करून बेरीज, 
वजाबाकी, गतुणाकार व भागाकाराची दोन दोन उदाहरणे 
तयार करा व सोडवा. 

  कृती (II) :    सतुरुवात

(1) खालील प्रशनांचया बहुपया्वयी उततरांपैकी योगय पया्वय चनवडा

(i) खालीलपैकी अपररमेय संखया कोणती?

(A) 
16
25 (B) 5 (C) 

3
9  (D) 196

(ii) खालीलपैकी अपररमेय संखया कोणती?

(A) 0.17 (B) 1 .513  (C) .0 2746  (D) 0.101001000.....

(iii)  खालीलपैकी कोणतया संखयेचे दिािंरूप अखंड आवतगी असेल ?

(A) 
2
5  (B) 

3
16  (C) 

3
11  (D) 

137
25

(iv)  संखया ररेेवरील प्रतयेक चबंदू काय दि्वचवतो?

(A) नैसचग्वक संखया  (B) अपररमेय संखया  (C) पररमेय संखया (D) वासतव संखया.

(v) 0.4 या संखयेचे पररमेय रुप  कोणते?

(A) 
4
9  (B) 

40
9  (C) 

3 6
9
.

(D) 
36
9

8
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(vi) जर n ही पणू्व वग्व संखया नसेल तर n ही खालीलपैकी कोणती संखया असेल?

(A) नैसचग्वक संखया (B) पररमेय संखया  

(C) अपररमेय संखया (D) A, B, C हे चतनही पया्वय असू िकतात.

(vii) खालीलपैकी कोणती संखया करणी नाही?

(A) 7  (B) 173 (C) 643 (D) 193

(viii) 53  या करणीची कोटी चकती?

(A) 3 (B) 2 (C) 6 (D) 5

(ix) 2 5 + 3  या शविपद करणीची अनतुबद्ध जोडी कोणती?

(A) -2 5 + 3      (B) -2 5 - 3 (C) 2 3 - 5       (D) 3  + 2 5

(x) ½12 - (13+7) ´ 4½ ची चकंमत चकती?

(A) -68 (B) 68 (C) -32 (D) 32.

(2)  खालील संखया 
p
q  रूपात चलहा. 

(i) 0.555 (ii) 29.568  (iii) 9.315 315 .....   (iv) 357.417417..... (v)30. 219

(3)  खालील संखया दिािं रूपात चलहा.

(i) -5
7

(ii) 9
11

(iii) 5 (iv) 121
13

(v) 29
8

(4)  5 + 7 ही संखया अपररमेय आहे हे दाखवा.

(5)  खालील करणी सोपया रूपात चलहा.

(i) 3
4

8   (ii) -
5
9

45

(6) खालील करणींचा सोपा पररमेयीकरण गतुणक चलहा.

(i) 32   (ii) 50 (iii) 27 (iv) 3
5

10 (v) 3 72 (vi) 4 11

(7) सोपे रूप द्ा.

(i) 4
7

147 3
8

192 1
5

75+ - (ii) 5 3 2 27 1
3

+ + (iii) 216 5 6 294 3
6

- -+

(iv) 4 12 75 7 48- - (v*) 2 48 75 1
3

- -

(8)  छेदाचे पररमेयीकरण करा.

(i)
1
5       (ii) 

2
3 7  (iii) 

1
3 2-       (iv)

1
3 5 2 2+      (v) 12

4 3 2-

���
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चला, चचा्म करूया.

p3 - 2
1 p2 + p ;  m2  + 2n3 - 3 m5; 6 या सव्व बचैजक रािी आहेत.

शिक्क :   चवद्ाथगी चमत्ांनो, p3 - 2
1 p2 + p , m2 + 2n3 - 3 m5, 6 या प्रतयेक रािीतील एकेक

पद घया. तया पदातील चलांचे घातांक सांगा. 

राधुरी :  p3 - 2
1 p2 + p  या रािीतील पदांचया चलांचे घातांक अनतुक्रमे 3, 2, 1 आहेत.

शववेक :   सर, m2 + 2n3 - 3 m5 या रािीतील पदांचया चलांचे घातांक अनतुक्रमे 2, 3, 5 आहेत.
रोशित :  सर, 6 या रािीमधये चल नाही. येथे 6 = 6 ´ 1 = 6 ´ x0  असे चलचहता येते, महणून 6 या 

रािीतील चलाचा घातांक 0 आहे.
शिक्क :   महणजे वरील सव्व रािींमधये चलांचे घातांक धनपणूाांक चकंवा िूनय, महणजेच पूण्व संखया आहेत. 

 जया बचैजक रािीमधये चलांचे घातांक पूण्व संखया असतात, तया रािीला बहुपदी  
(polynomial) असे महणतात. 6 ही सतुद ्धा बहुपदी आहे. 6, - 7,  2

1 , 0, 3  इतयादी
शसथर संखयांना बस्थर बहुपदी (Constant polynomial) महणतात. 

y  + 5 व 1
y
- 3 या बहुपदी आहेत काय ?

सारा  :  सर, y  + 5 ही बहुपदी नाही. कारण y  + 5 = y 2
1  + 5, यामधये y चा घातांक 2

1

असून ती पूण्व संखया नाही.

जॉन  :  सर, y
1 - 3 ही सतुद् धा बहुपदी नाही. कारण y

1 - 3 = y-1 - 3, येथे y चा घातांक - 1
असून ती पूण्व संखया नाही.

शिक्क :  बहुपदी नसलेलया कोणतयाही पाच बैचजक रािी चलहून तया बहुपदी का नाहीत याचे सपष्टीकरण 
द्ा.

  खालील प्रशनांची उततरे वेगवेगळी उदाहरणे घेऊन व तयांवर चचा्व करून िोधा.
y	प्रतयेक बैचजक रािी ही बहुपदी असते काय ?
y	प्रतयेक बहुपदी ही बचैजक रािी असते काय?

3 बहुपदी

• बहुपदीची ओळख • बहुपदींवरील शरिया • बहुपदीची कोटी
• संशलषेक िागाकार • बहुपदीची शकंरत • िेषशसद्धांत

चला, शिकूया.
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एका चलातील बहुपदी चतचयातील चलानतुसार p(x), q(m), r(y) अिा प्रकारे दि्ववतात.

उदाहरणाथ्व p(x) = x3 + 2x2 + 5x - 3   q(m) = m2 + 1
2 m - 7  r(y) = y2 + 5

जाणून घेऊया.

 एका चलातील बहुपदीची कोटी (Degree of a polynomial in one variable)

शिक्क : 2x7 - 5x + 9 या बहुपदीतील चलाचा सवाांत मोठा घातांक कोणता आहे ?
शजजा : सर, सवाांत मोठा घातांक 7 आहे.
शिक्क : एका चलातील बहुपदीमधये, चलाचया सवाांत मोठ्ा घातांकास तया बहुपदीची कोटी महणतात.

 मग सांगा बरं, वरील बहुपदीची कोटी चकती ?
अिोक : सर, 2x7 - 5x + 9 या बहुपदीची कोटी 7 आहे. 
शिक्क : 10 या बहुपदीची कोटी चकती ?
राधा  : 10 = 10 ´ 1 = 10 ´ x0 महणून 10 या बहुपदीची कोटी 0 आहे.

शिक्क : 10 प्रमाणेच कोणतयािी िूनयेतर बस्थर बहुपदीची कोटी 0 असते. 
 िूनय बहुपदीची कोटी शनबशचत करता येत नािी.

 एकापेक्ा अशधक चलांतील बहुपदीची कोटी 

 बहुपदीमधील प्रतयेक पदामधये असलेलया चलांचया घातांकांची जी बेरीज सवा्वचधक असते, तया बेरजेस तया 
बहुपदीची कोटी महणतात.

उदा.  3m3n6 + 7m2n3 - mn ही दोन चलांतील बहुपदी आहे. या बहुपदीची कोटी 9 आहे. 
 (येथे घातांकांचया बेरजा 3 + 6 = 9, 2 + 3 = 5, 1 + 1 = 2)

2x , 5 x4 + x , m2 - 3m 1
2 y2  - 2y + 5, x3 - 3  x2 + 5x

प्रतयेक बहुपदीत एकच पद प्रतयेक बहुपदीत दोन पदे प्रतयेक बहुपदीत तीन पद े

एकपदी शविपदी चत्पदी 

बहुपदीचे प्रकार (पदांचया संखयवेरून)
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कृती I :	चल	x र	कोटी	 5	असलेल्ा	 एकपदी,	 द्विपदी	 र	 लत्रपदीच	े प्रत्ेकी	 एक	उदाहिण	 ललहा.

	 	 	 	 	 एकपदी	 	 	 	 	 	 	 	 	 द	्लरपदी	 	 	 	 	 	 लत्रपदी	

कृती II :	 5	कोटी	असलेल्ा	 दोन	चलांतील	 एका	 द	्लरपदीच	े उदाहिण	त्ाि	किा.	

बहुपदीचे प्रकार (कोटीवरून)

एका चलातील बहुपदी

 3x	 -	 1,	 7y	 2y2	+	y +	1,	-	3x2  x3 +	x2	+	2x +	 3  , m  -	m3 

	कोटी	 1	 	कोटी	 2	 	कोटी	 3		

	िेषी्	बहुपदी	 	 	 	 	 	 	 रग्व	 बहुपदी	 	 घन	बहुपदी

सामान्रूप	 सामान्रूप	 सामान्रूप	
ax	+	b  ax2	+	bx +	c ax3	+	bx2 +	cx +	d
्ेथे	a र	b	 सहगुणक	र	 	 	 	 	 ्ेथे	a, b, c	 सहगुणक	र	 ्ेथे	a, b, c, d	 सहगुणक	र	

  a ¹ 0	 a ¹ 0	 a ¹ 0	

बहुपदी : anx
n + an-1x

n - 1 + ... + a2x
2 + a1x + a0 ही x या चलातील कोटी n असलेली बहुपदी 

आहे. येथे an, an-1, ....., a2, a1, a0 हे सहगुणक असून an ¹ 0

बहुपदीचे प्रराणरूप, सहगुणक रूप व घातांक रूप  
(Standard form, coefficient form and index form of a  polynomial)

 p(x)	=	 x - 3x2	+	 5 +	 x4	ही	 बहुपदी	 x	 च्ा	 घातांकांच्ा	 उतित्ा	रिमान	े x4	 -	 3x2 +	 x +	5	

अशी	 लललहता	 ्ेईल.	 हे	 प्रमाणरूप	आहे.	 ्ा	 बहुपदीत	 x	 च्ा	 लतसऱ्ा	 घाताचे	 पद	 नाही.	 महणजेच	 ते	 0x3 आहे	

अस	े मानता	 ्ेते.	 हे	 पद	 घेऊन	p(x)	 ही	 बहुपदी	 x4	+	 0x3	 -	 3x2 +	 x +	5	 	अशी	 लललहता	 ्ेईल.	अशा	

प्रकािे	घातांकांच्ा	उतित्ा	रिमाने	लललहलेल्ा	र	घातांकांची	सर्व	पदे	उल्ेखलेल्ा	बहुपदीला	घातांकरूप	महणतात.

एका चलातील बहुपदी

 3x	 -	 1,	 7y	 2y2	+	y +	1,	-	3x2  x3 +	x2	+	2x +	 3  , m  -	m3 

	कोटी	 1	 	कोटी	 2	 	कोटी	 3		

	िेषी्	बहुपदी	 	 	 	 	 	 	 रग्व	 बहुपदी	 	 घन	बहुपदी

सामान्रूप	 सामान्रूप	 सामान्रूप	
ax	+	b  ax2	+	bx +	c ax3	+	bx2 +	cx +	d
्ेथे	a र	b	 सहगुणक	र	 	 	 	 	 ्ेथे	a, b, c	 सहगुणक	र	 ्ेथे	a, b, c, d	 सहगुणक	र	

  a ¹ 0	 a ¹ 0	 a ¹ 0	
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	 काही	 रेळा	 घातांकरूपातील	 बहुपदी	 मधले	 चल	 अध्ाहृत	 मानून	 लतच	े फक्त	 सहगुणक	 रिमान	े लललहतात,	
उदाहिणाथ्व	 x3	 -	 3x2 +	0x -	 8	 ही	 बहुपदी	 (1,	 -3,	 0,	 -8)	अशी	 लललहतात.	 ्ाला	 बहुपदीचे	 सहगुणक	
रूप	असे	 महणतात.

	 (4,	0,	-5,	0,	1)	ही	बहुपदी	y	हे	चल	रापरून	घातांकरूपात	4y4	+	0y3	-	5y2 +	0y +	1	महणजेच	 
4y4	-	5y2 +	1	अशी	 लललहता	 ्ेईल.	  
उदा.  p(m)	=	3m5 - 7m	+	5m3	+	2

बहुपदी	घातांकाच्ा	 उतित्ा	रिमाने	 ललहा. 3m5 +	5m3 - 7m +	2

बहुपदीत	नसलेली	पद	ेशून्	सहगुणक	घेऊन	समालरष्ट	
किा	आलण	ती	 प्रमाणरूपात	 	 ललहा. 3m5 +	0m4	+	5m3  +	0m2 - 7m +	2

लदलेल्ा	 बहुपदीचे	 सहगुणक	रूप	 ललहा. (3,	 0,	 5,	 0,	-	 7,	 2)

बहुपदीची	कोटी	 ललहा. 5

उदा (1)  x3	+	3x - 5 ही	 बहुपदी	सहगुणक	रूपात	 ललहा.

उकल :  x3	+	3x -	 5	=	x3 +	0x2	 	+	3x - 5

   \ 	 लदलेल्ा	 बहुपदीच	ेसहगुणक	रूप	 (1,	 0,	 3,	-	 5)
उदा (2)	 	 (2,	-	 1,	 0,	 5,	 6) ही	सहगुणक	रूपातील	बहुपदी	घातांक	रूपात	 ललहा.
उकल :  बहुपदीच	ेसहगुणक	रूप	 (2,	-	 1,	 0,	 5,	 6)	 	 	
   \ घातांक	रूपातील	बहुपदी	=	2x4 - x3 +	0x2	 	+	5x	+	6

	 	 	 	 	महणजेच	2x4 - x3 +	5x	+	6

सरावसंच 3.1

1.	 खालील	 िाशी	 बहुपदी	आहेत	का	 ते	 ललहा.	 सपष्टीकिण	द्ा.	

	 (i)	y +	
1
y

   (ii) 2	- 5 x   (iii) x2	+	7x	+	9	  

 (iv) 2m-2	+	7m -	 5	 (v) 10	

2.	 खालील	प्रत्ेक	बहुपदीतील	m3 चा	सहगुणक	 ललहा.

	 (i)	 m3      (ii)	 	 	 −3
2 +	m - 3 m3 	 	 	 	 	 	 	 (iii)	 	 −2

3 m3 - 5m2	+	7m -	 1
3.	 खालील	मालहतीररून	x हे	चल	रापरून	प्रत्ेकी	 एक	बहुपदी	 ललहा.
	 (i)	कोटी	 7	असलेली	 एकपदी	 (ii)	कोटी	 35	असलेली	 द्विपदी	 (iii)	कोटी	 8	असलेली	 लत्रपदी

घातांकरूपात
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4.	 खालील	प्रत्ेक	बहुपदीची	कोटी	 ललहा.

	 (i)	 5 	 (ii)	x°	 	 (iii)	x2	 	 (iv)	 2 m10	-	 7	 	 (v)	 2p - 7

	 (vi)	 	 7y - y3 +	y5	 	 	 (vii)	xyz	+	xy - z (viii)	m3n7 - 3m5n +	mn  
5.	 खालील	बहुपदींचे	 िेषी्,	 रग्व	 र	घन	बहुपदी	 ्ाप्रकािे	 रगथीकिण	किा.

	 (i)	 2x2	+	3x +	1	 	 (ii)	 5p	 	 	 	 	 	 (iii)	 2  y - 1
2         

	 (iv)	m3	+	7m2	+	 5
2

m - 7 	 (v)	a2	 	 (vi)	 3r3   

6.	 खालील	बहुपदी	 प्रमाण	रूपात	 ललहा.

	 (i)	m3	+	3 +	5m	 	 (ii)	- 7y +	y5	+	3y3 - 1
2 	+	2y4	 	- y2	

7.	 खालील	बहुपदी	सहगुणक	रूपात	 ललहा.

	 (i)	x3 -	 2	 	 	 	 	 	 	 (ii)	 5y	 	 (iii)	 2m4	- 3m2	+	7	 	 (iv)	-
2
3

8.	 खालील	सहगुणक	रूपातील	बहुपदी	x चल	रापरून	प्रमाणरूपात	 ललहा.

	 (i)	 (1,	 2,	 3)	 	 	 	 	 	 	 (ii)	 (5,	 0,	 0,	 0,	-	 1)	 	 (iii)	 (-	 2,	 2,	-	 2,	 2)

9.	 खाली	काही	 बहुपदी	 लदल्ा	आहेत.	 त्ा	 बहुपदी	 लदलेल्ा	चौकटींत	्ोग्	 लठकाणी	 ललहा.	

रग्व	 बहुपदी
.............................

घन	बहुपदी
.............................

िेषी्	बहुपदी
.............................

     x +	7,
       x2,
x3 +	x2	+	x	+	5,	
2x2	+	5x	+	10,
  x3+	9,
 3x2	+	5x

द्लरपदी
.............................

लत्रपदी
.............................

एकपदी
.............................

 
जरा आठवूया.

              
(1)	 दोन	सरूप	बैलजक	पदांची	 बेिीज	 लकंरा	 रजाबाकी	किताना	 त्ांच्ा	सहगुणकांची	 बेिीज	 लकंरा	 रजाबाकी	

कितात.	जसे,	 5m3	 -	 7m3	=	 	 (5	-	7)m3  =	-2m3

(2)	 दोन	बैलजक	पदांचा	 गुणाकाि	 लकंरा	भागाकाि	किताना	 त्ांच्ा	सहगुणकांचा	 गुणाकाि	 लकंरा	भागाकाि	
होतो.	 तसेच	घातांकांच्ा	 लन्मांचाही	 उप्ोग	 होतो.	

	 जसे,	-4y3 ´ 2y2z  =	-8y5z ; 12a2b ¸ 3ab2  =	 b
a4
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जाणून घेऊया.

  बहुपदींवरील शरिया

 बहुपदींची बेरीज, वजाबाकी, गतुणाकार व भागाकार या चक्रया बैचजक रािींवरील चक्रयांप्रमाणेच करतात.

उदा (1) 7a2 + 5a + 6 मधून 5a2 - 2a वजा करा.

उकल : (7a2 + 5a + 6) - (5a2 - 2a)

   = 7a2 + 5a + 6 - 5a2 + 2a   

   = 7a2 - 5a2 + 5a + 2a + 6

   = 2a2 + 7a + 6

उदा (2) - 2a ´ 5a2 = -10a3

उदा (3) (m2 - 5) ´ (m3 + 2m - 2) = ?

उकल : (m2 - 5) ´ (m3 + 2m - 2)

  = m2 (m3 + 2m - 2) - 5 (m3 + 2m - 2)  

  = m5 + 2m3 - 2m2 - 5m3 - 10m + 10   

  = m5 + 2m3 - 5m3 - 2m2 - 10m + 10    (सरूप पदांची एकत् मांडणी केली.)
  = m5 - 3m3 - 2m2 - 10m + 10         

 गतुणाकाराची कोटी 5 आहे हे लक्षात ठेवूया. 

उदा (4) 3m2n + 5mn2 - 7mn  आचण 2m2n - mn2 + mn यांची बेरीज करा.

उकल : (3m2n + 5mn2 - 7mn) + (2m2n - mn2 + mn)

  = 3m2n + 5mn2 - 7mn + 2m2n - mn2 + mn   

  = 3m2n + 2m2n + 5mn2 - mn2 - 7mn + mn   (सरूप पदांची एकत् मांडणी केली.)

  = 5m2n + 4mn2  - 6mn   (सरूप पदांची बेरीज केली.)

(पचहलया बहुपदीतील प्रतयेक पदाने 
दुसऱया बहुपदीस गतुणले.)}
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शवचार करूया.
 

	 एका बहुपदीची कोटी 3 व दुसऱया बहुपदीची कोटी 5 असेल तर बहुपदींचया गतुणाकाराची कोटी चकती 

असेल? 

गतुणय व गतुणक बहुपदींचया कोटी आचण तयांचया गतुणाकाराची कोटी यांचयामधये कोणता संबंध असतो ?

उदा (5) (2 + 2x2) ¸ (x + 2) हा भागाकार करा आचण भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी   

    या सवरूपात उततर चलहा.

उकल :   प्रथम p(x) = 2 + 2x2  ही भाजय बहुपदी प्रमाण रूपात चलहू

    \  2 + 2x2  = 2x2 + 0x + 2  

 रीत I : 

 रीत II : भागाकाराची ररेीय पद् ्धती

  (2x2 + 2) ¸ (x + 2) हा भागाकार करा.

  2x2  हे पद चमळवणयासाठी (x + 2) ला 2x ने गतुणून 4x वजा करू. 

  2x(x+2) - 4x = 2x2 

  \  भाजय = 2x2  + 2 = 2x(x+2) - 4x + 2   ...(I)

  आता -4x हे पद चमळवणयासाठी (x+2) ला -4 ने गतुणू व 8 चमळवू.

  -4 (x+2) + 8 = -4x   

  \ (2x2 + 2) = 2x(x+2) - 4(x+2) + 8 + 2      ...(I) वरून

  \ (2x2 + 2) = (x + 2) (2x - 4) + 10

  भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी. 

  2x - 4 
x + 2) 2x2  + 0x + 2
  - 2x2  + 4x 
    -   -

   - 4x + 2
  -  - 4x - 8
   +  +

       10

भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी

2 + 2x2  = (x + 2)  ´ (2x - 4) + 10

q(x), भाजक = (x + 2)  

s(x), भागाकार = 2x - 4 व r(x), बाकी = 10      

\ p(x) = q(x) ´ s(x) + r(x).
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िे लक्ात ठेवूया.

युबलिडचा िागाकार शसद्धांत

 जर s(x) आचण p(x) या दोन बहुपदी असतील आचण s(x) ची कोटी p(x) चया कोटीएवढी चकंवा 

तयापके्षा जासत असेल, आचण s(x) ला p(x) ने भागून येणारा भागाकार q(x) असेल, तर  

s(x) = p(x) q(x)+r(x). येथे r(x) = 0 चकंवा r(x) ची कोटी p(x) चया कोटीपेक्षा कमी असते. 

सरावसंच 3.2

(1) चदलेली अक्षरे वापरून उततरे चलहा. 
 (i)  लाट गावात a झाडे आहेत. झाडांची संखया दरवरगी b ने वाढते, तर x वरा्वनंतर तया गावात चकती 

झाडे असतील?
 (ii) कवायतीसाठी एका रांगेत y मतुले अिा x  रांगा केलया. तर कवायतीसाठी एकूण चकती मतुले हजर 

होती? 
 (iii) एका दोन अंकी संखयेचया एकक व दिक सथानचा अंक अनतुक्रमे m व n आहे, तर ती दोन अंकी 

संखया दि्ववणारी बहुपदी कोणती?

(2) खालील बहुपदींची बेरीज करा.
 (i) x3 - 2x2  - 9 ; 5x3 + 2x  + 9 
 (ii) - 7m4  + 5m3 + 2  ; 5m4 - 3m3  + 2m2 + 3m - 6
 (iii) 2y2  + 7y + 5 ; 3y + 9 ; 3y2 - 4y  - 3

(3) पचहलया बहुपदीतून दुसरी बहुपदी वजा करा.
 (i) x2 - 9x  + 3  ; - 19x  + 3   + 7x2  
 (ii) 2ab2  + 3a2b  - 4ab  ; 3ab - 8ab2 + 2a2b

(4) खालील बहुपदींचा गतुणाकार करा. 
 (i) 2x ;  x2- 2x -1      (ii) x5-1 ; x3+2x2 +2       (iii) 2y +1; y2- 2y3 + 3y
(5) पचहलया बहुपदीला दुसऱया बहुपदीने भागा व उततर ‘भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी’ या रूपात  
 चलहा. 
 (i) x3- 64; x - 4 (ii) 5x5 + 4x4-3x3 + 2x2 + 2; x2 - x
(6*) खालील माचहती पदावलीचया रूपात चलहा. पदावलीला सोपे रूप द्ा. 
  एका आयताकृती िेताची लांबी (2a2 + 3b2) मीटर आचण रुंदी (a2 + b2) मीटर आहे.    

िेतकऱयाने िेतामधये (a2 - b2) मीटर बाजू असलेलया चौरसाकृती जागेवर घर बांधले, तर उरलेलया  
 िेताचे क्षेत्फळ चकती?
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 कृती : खालील उतारा वाचा व चौकटीत योगय रािी चलहा व चचा्व करा. 

 चिरळस गावी कोरडवाहू िेती करणाऱया गोचवंदचे 5 एकर िेत आहे. तयाचया घरी पतनी, 2 मतुले व तयाची 
वृद्ध आई आहे. तयाने िेतीसाठी बँकेचे सववा लाख रुपये कज्व, द.सा.द.िे. 10 या दराने घेतले. तयाने 
िेतातील x एकर जचमनीत सोयाबीन आचण y एकर जचमनीत कापूस व तूर यांचे पीक घेतले. िेतीसाठी आलेला 
खच्व पतुढीलप्रमाणे आहे. 

 चबयाणांसाठी तयाने एकूण रु.10,000 चदले. सोयाबीन चपकासाठी खते व कीटकनािके यांसाठी 2000 x 
रुपये आचण मजतुरी व मिागत यांसाठी 4000 x2 रुपये खच्व झाला. कापूस व तूर या चपकांसाठी खते व 
कीटकनािके यांचा खच्व 8000 y रुपये आचण मजतुरी व मिागत यांसाठी 9000 y2 रुपये खच्व झाला. 

 िेतीसाठी एकूण खच्व चकती आला ते x आचण y वापरून चलहू.

            +  2000 x  +  4000 x2  +   8000 y   +      रुपये

 तयाचया िेतात सोयाबीनचे उतपन्न 5 x2 श्वंटल चनघाले. ते 2800 रु. प्रचतश्वंटल प्रमाणे चवकले गेले. 

कापसाचे उतपन्न 
5
3 y2 श्वंटल चनघाले व ते 5000 रु. प्रचतश्वंटलप्रमाणे चवकले गेले. 

ततुरीचे उतपन्न 4y श्वंटल चनघाले व ते 4000 रु. प्रचतश्वंटलप्रमाणे चवकले. 

सव्व िेतमालाची चवक्री झालयावर तयातून चकती रुपये एकूण उतपन्न आले.

ते x आचण y चया पदावली रूपात चलहू.  

    
 +           

 +      रुपये

जाणून घेऊया.

  संशलेषक िागाकार पद् धती (Synthetic Division)

 एका बहुपदीला दुसऱया बहुपदीने कसे भागायचे हे आपलयाला माहीत आहे. आता आपण भाजक x + a  
चकंवा x - a  बहुपदी असेल तर भागाकाराची सोपी पद्धत समजून घेऊ.  
उदा (1)    (3x3 + 2x2  - 1) या बहुपदीला (x + 2) ने भागा.
उकल :  प्रथम भाजय बहुपदी प्रमाण रूपात चलहून नंतर ती सहगतुणक रूपात चलहू. 
   भाजयाचे प्रमाणरूप ः 3x3 + 2x2  - 1 = 3x3 + 2x2 + 0 x - 1
   \ भाजय बहुपदीचे सहगतुणक रूप = (3, 2, 0, - 1)

   भाजक बहुपदी  =  x + 2 
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- 2  3  2  0  - 1
        -6     8      -16

  3    - 4 8 - 17 बाकी

पचहली ओळ
दुसरी ओळ 
चतसरी ओळ

- 2  3  2  0  - 1

  3

पचहली ओळ

चतसरी ओळ

खालील पायऱयांनी संशलेरक पद्धतीने भागाकार करू.

(1) बाजूला दाखवलयाप्रमाणे एक उभी व एक आडवी 
 अिा दोन रेरा काढू.

(2) भाजक x + 2 असून 2 ची चवरुद्ध संखया -2
 आहे. \ पचहलया ओळीत उभया ररेेचया 

डावीकडे  -2 चलहू.आडवया रेरेचया वर पचहलया

 ओळीत भाजय बहुपदीचे सहगतुणक रूप चलहू. 

(3) आडवया ररेेचया खाली महणजे चतसऱया ओळीत 
 भाजयातील पचहला सहगतुणक तसाच चलहू. 

(4) चतसऱया ओळीतील 3 व भाजकातील -2 यांचा 
 गतुणाकार-6. हा दुसऱया ओळीतील 2 या 

सहगतुणकाखाली चलहू. नंतर 2 आचण -6 यांची 
बेरीज -4 ही चतसऱया ओळीत खाली चलहू.

 याप्रमाणे गतुणाकार व बेरजा करून; िेवटची बेरीज करून आलेली संखया ही भागाकारातील बाकी असते.  
 येथे बाकी - 17 आहे. 

 (3, - 4, 8) हे भागाकाराचे सहगतुणक रूप होय.

 \ भागाकार = 3x2 - 4x + 8 व बाकी = - 17

 \ 3x3 + 2x2 - 1 = (x + 2)(3x2 - 4x + 8) - 17

 या पद् धतीला िागाकाराची संशलेषक पद् धत महणतात.

 हा भागाकार रेरीय पद्धतीने पतुढीलप्रमाणे करता येईल.  

  3x3 + 2x2 - 1  = 3x2 (x + 2) - 6x2+ 2x2 -1

    = 3x2 (x + 2) - 4x2 - 1

    = 3x2 (x + 2) - 4x2 -8x + 8x - 1

    = 3x2 (x + 2) - 4x (x + 2) + 8x - 1

    = 3x2 (x + 2) - 4x (x + 2) + 8x + 16 - 16 - 1

    = 3x2 (x + 2) - 4x (x + 2) + 8 (x + 2) - 17  

 \   3x3 + 2x2 - 1 = (x + 2)(3x2 - 4x + 8) - 17
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उदा (2) (2y4 - 3y3 + 5y - 4) ÷ (y - 1) हा भागाकार करा.

उकल : संशललेषक पद्धत : भाज्य = 2y4 - 3y3 + 5y - 4 = 2y4 - 3y3 + 0y2 + 5y - 4
  भाजक = y - 1  -1 ची विरुद्ध संख्या 1 आहे.

1  2 - 3  0  5  - 4

      2 - 1 - 1   4

  2 - 1 - 1 4      0    बाकी  

  भागाकाराचे सहगुणक रूप (2, -1, -1, 4) आहे.   

  ∴ भागाकार = 2y3 - y2 - y + 4 ि बाकी = 0 

रलेषीय पद्धत : 2y4 - 3y3 + 5y - 4 = 2y3( y - 1)+ 2y3  - 3y3 + 5y - 4

                    = 2y3( y - 1) - y2  ( y - 1) - y2 + 5y - 4

                    = 2y3( y - 1) - y2  ( y - 1) - y ( y - 1) + 4y - 4

                    = (2y3 - y2 - y + 4) (y - 1)

हले लक्ात ठलेवूया.

संश्ेषक पद् धतीने भागाकार करताना फक्त x + a वकंिा x - a ्या रूपाती् ज्या बहुपदीची कोटी 1 आहे 
असेच भाजक घेत्े आहेत. 

सरावसंच 3.3

1. खा्ी् भागाकार संश्ेषक पद् धतीने आवण रेषी्य पद ्धतीने करा. भागाकार आवण बाकी व्हा.
 (i) (2m2 - 3m + 10) ÷ (m - 5) (ii) (x4 + 2x3 + 3x2 + 4x + 5) ÷ (x + 2) 
 (iii) (y3  - 216) ÷ (y - 6) (iv) (2x4  + 3x3  + 4x - 2x2 ) ÷ (x + 3)
 (v)  (x4  - 3x2  - 8) ÷ (x + 4)  (vi) (y3 - 3y2  + 5y - 1) ÷ (y - 1)

जाणून घलेऊया.

  बहुपदीची ककंमत (Value of polynomial)

 बहुपदीती् च्ा्ा एखादी वकंमत वद्ी की त्या बहुपदीचीही एक वकंमत वमळते. उदाहरणार्थ, x  + 7 ्या 
बहुपदीत x ्ा 2 ही वकंमत वद्ी, तर त्या बहुपदीची 9 ही वकंमत वमळते.

 p(x) ्या बहुपदीत x ्ा a ही वकंमत देऊन ्येणारी बहुपदीची वकंमत  p(a) ने दर्थितात.
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उदा (1)  p(x) = 2x2 -3x + 5 या बहुपदींची चकंमत x = 2 असताना काढा. 
 बहुपदी p(x) = 2x2  - 3x + 5

 या बहुपदीमधये x  = 2 ठेवून,
  \ p(2) =  2 ´ 22 - 3 ´ 2 + 5
   =  2 ´ 4 - 6 + 5
    =  8 - 6 + 5
     \ p(2)  =  7

उदा (2) y = - 2 असताना बहुपदी p(y) = 2y3 - 2y + 7   ची चकंमत काढा.

उकल :  p(y) = 2y3 - 2y + 7

 \  p(- 2) = 2 ´ (- 2)3  - 2 ´ (- 2) + 7

    = 2 ´ (- 8) - 2 ´ (- 2) + 7

    = - 16 + 4 + 7

    = - 12 + 7       

 \  y = - 2 असताना बहुपदीची चकंमत - 12 + 7  आहे.

उदा (3) p(x) = 2x2 - x3 + x + 2 या बहुपदीकररता p(0)  काढा.

उकल :  p(x) = 2x2 - x3 + x + 2

 \  p(0) = 2 ´ 02 - 03 + 0 + 2

    = 2 ´ 0 - 0 + 0 + 2

    = 2

उदा (4) जर m2 - am + 7 या बहुपदीची चकंमत m = - 1 असताना 10 असेल, तर a ची चकंमत  
 काढा.

उकल :  p(m) = m2 - am + 7  

 \  p(- 1)= (- 1)2 - a ´ (- 1) + 7  परंततु p(- 1) = 10 (चदलेले आहे.)

     = 1 + a + 7      \ 8 + a = 10

     = 8 + a   \  a = 10 - 8 
         \  a = 2 
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सरावसंच 3.4

(1)  x  = 0 असताना x2  - 5x + 5 या बहुपदीची चकंमत काढा. 

(2) जर p(y) = y2 - 3 2 y + 1 तर p (3 2 )  काढा.

(3)  जर p(m) = m3+ 2m2 - m + 10  तर p(a) + p(- a) = ?

(4)  जर p(y) = 2y3- 6y2 - 5y + 7   तर p(2) काढा.

िे लक्ात ठेवूया.

चलाचया एखाद्ा चकमतीसाठी बहुपदीची  चकंमत काढताना प्रतयेक पदात x चया जागी चदलेली चकंमत 

भरून तया रािीची चकंमत काढायची असते. 

जाणून घेऊया.
  

  िेष शसद ्धांत (Remainder Theorem)

 p(x) या बहुपदीला  (x + a) ने भागलयास उरणारी बाकी आचण या बहुपदीत x ला -a ही चकंमत 

देऊन येणारी तया बहुपदीची चकंमत यांचा परसपर संबंध असतो. हा संबंध जाणणयासाठी खालील उदाहरण अभयासा.

उदा. p(x) = (4x2 - x + 2) ला (x + 1) ने भागा. 

 [येथे (x + a) महणजे (x + 1) आहे हे लक्षात ठेवूया.] 
उकल :  भाजय बहुपदी = 4x2 - x + 2
         भाजक बहुपदी = x + 1

  4x - 5 
x + 1) 4x2  - x + 2  
 - 4x2  + 4x 
     -    -

  - 5x + 2
 - - 5x - 5
  +     +

       7

भाजक

भागाकार

बाकी

भाजय

भागाकार = 4x - 5 व बाकी = 7 .... (I)

  हेच उदाहरण संशलेरक भागाकार पद्धतीने करू.

  p(x) चे सहगतुणक रूप  = (4, -1, 2)

  भाजक बहुपदी =  x + 1
  1 ची चवरुद् ध संखया -1

- 1  4  -1  2  
        -4      5      

  4     -5 7   बाकी 

   भागाकार = 4 x - 5   बाकी = 7
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  आता आपण बाकी आचण भाजय बहुपदीची चकंमत यांमधील संबंध बघू.

 भाजय बहुपदीची महणजे 4x2 - x + 2 या बहुपदीची x = -1 असताना चकंमत काढू. 

  p(x) = 4x2 - x + 2

 \ p(-1) = 4 ´ (- 1)2 - (- 1) + 2

     = 4 ´ 1 + 1 + 2

     = 4 + 1 + 2

     = 7

 \ x = - 1 असताना बहुपदी p(x) ची चकंमत 7 आहे. ...... (II)

महणून चवधान (I) व (II) वरून, p(x) = 4x2 - x + 2 या बहुपदीला (x + a) ने महणजेच येथे x + 1 ने 

भागून चमळणारी बाकी आचण x = - 1 असताना p(x) या बहुपदीची चकंमत महणजेच p(-1) समान आहेत.

 यावरून पतुढील गतुणधम्व लक्षात येतो.

 p(x) या बहुपदीला (x + a) ने भागलयास उरणारी बाकी ही p(-a) एवढी,  

 महणजेच p(x) मधये  x = -a मांडून येणाऱया बहुपदींचया शकरतीएवढी असते.

 (‘िेर’ या िबदाचा अथ्व ‘बाकी’ असा आहे.) 

 या गतुणधमा्वला िेष शसद्धांत महणतात.

 यतुशलिडचा भागाकाराचा चनयम वापरून हा गतुणधम्व चसद्ध करू.

  p(x) ला (x + a) ने भागलयास 

 p(x) = q(x) ´ (x + a) + r(x)     [q(x) = भागाकार, r(x) = बाकी]

 जर, r(x) ¹ 0, तर चनयमाप्रमाणे r(x) ची कोटी 1 पेक्षा कमी महणजे 0 आहे. महणून r(x) ही वासतव 
संखया आहे.

 \  r(-a) ही सतुद्धा वासतव संखया आहे.

 आता, p(x) = q(x) ´ (x + a) + r(x) ..........(1)

 यामधये x = -a चकंमत घेऊन 
  p(-a)  =  q(-a) ´ (a - a) + r(-a) 

   = q(-a) ´ 0 + r(-a).........(2)

  \   p(-a)   =  r(-a) .........(1) आचण (2) वरून
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 कृती : खालील उदाहरणांचा पडताळा घया. 

 (1) p(x) = 3x2 + x + 7  या बहुपदीस x + 2 या बहुपदीने भागा आचण बाकी काढा.

 (2) x = - 2 असताना p(x) = 3x2 + x + 7 या बहुपदीची चकंमत काढा.

 (3) आता भागाकारात चमळालेली बाकी ही p(-2) ची चकंमत आहे का ?

  आणखी एक उदाहरण घेऊन वरीलप्रमाणे पडताळा घया. 

उदा (1) x4 - 5x2 - 4x  या बहुपदीस x + 3 ने भागलयास येणारी बाकी काढा.

उकल :        िेष शसद्धांताने संशलेषक िागाकार पद्धतीने
भाजय बहुपदी p(x) = x4 - 5x2 - 4x  

  भाजक = x + 3  

  \  x = - 3 घेऊ. 

  \  p(x) = x4 - 5x2 - 4x  

  p(-3) = (-3)4 - 5(-3)2 - 4(-3) 

       = 81 - 45 + 12

  p(-3) = 48

प्रमाण रूप x4 + 0x3- 5x2 - 4x + 0
सहगतुणक रूप = (1, 0, -5, -4, 0)

- 3  1  0  -5  -4      0
        -3       9    -12    48

  1    - 3  4    -16    48   बाकी

बाकी = 48

उदा (2) िेर चसद् धांताचा उपयोग करून x3 - 2x2 - 4x - 1 या बहुपदीस x - 1 ने भागलयास येणारी 

बाकी काढा.  

उकल : p(x) = x3 - 2x2 - 4x - 1 

  भाजक = x - 1   \  x = 1 घेऊ.

   \ िेर चसद् धांतानतुसार    बाकी = p(1) = 13 - 2 ´ 12 - 4  ´ 1 - 1    
                  = 1 - 2 ´ 1 - 4 - 1

                      p(1) = 1 - 2 - 4 - 1 = - 6

   \ िेरचसद्धातंानतुसार बाकी = - 6

उदा (3)  जर t3 - 3t2 + kt + 50 या बहुपदीस (t-3) ने भागलयावर बाकी 62 उरत असेल, तर k ची 
चकंमत काढा.

उकल :  चदलेलया बहुपदीला (t-3) ने भागलयावर बाकी 62 उरते हे चदले आहे. महणून चदलेलया भाजय   
  बहुपदीची चकंमत t = 3 असताना काढू. 
   p(t) = t3 - 3t2 + kt + 50
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  \ िेर चसद ्धांतानतुसार 
 बाकी = p(3) = 33 - 3 ´ 32 + k ´ 3 + 50  \ 3k + 50 = 62
        = 27 - 3 ´ 9 + 3k + 50  \ 3k = 62 - 50 
      = 27 - 27 + 3k + 50   \ 3k = 12
      = 3k + 50   \  k = 12

3
 परंततु बाकी 62 चदली आहे.    \  k = 4 

िे लक्ात ठेवूया.

 िेष शसद् धांत : p(x) िी कोणतीिी बहुपदी असून ‘a’ िी वासतव संखया असेल आशण जर p(x) ला  
(x + a) ने िागले तर येणारी बाकी िी p(-a) एवढी असते. 

 p(x) = s(x) (x - a) + r(x) r(x) ची कोटी < 1 चकंवा r(x) = 0
 या समीकरणात x = a घालून p(a) = 0 + r (a) = r (a) चमळते. 

 \ r(a) ची कोटी = 0 चकंवा r(a) = 0 महणजेच (x - a) हा p(x) चा अवयव आहे असे लक्षात 

येते. जाणून घेऊया.

  अवयव शसद् धांत (Factor Theorem)

  जर 21 ला 7 ने भागले तर बाकी 0 येते. महणून आपण 7 हा 21 चा अवयव आहे असे महणतो. 
 तयाचप्रराणे शदलेलया बहुपदीला िाजक बहुपदीने िागलयास बाकी 0 आली तर ती बहुपदी शदलेलया 
बहुपदीचा अवयव आिे असे मिणतात. 

उदा (1) p(x) = (x3 + 4x - 5) या बहुपदीस  
 (x - 1) ने भागलयास येणारी बाकी काढा. 

    (x - 1) हा p(x)चा अवयव आहे का हे ठरवा. 
उकल : p(x) = x3 + 4x - 5 
      p(1) = (1)3 + 4(1) - 5
     = 1 + 4 - 5
     = 0

येथे, िेर चसद ्धांतानतुसार बाकी = 0

\ (x - 1) हा p(x) या बहुपदीचा अवयव आहे.

उदा (2) p(x)= x3 + 4x - 5 या बहुपदीला  
 x + 2  ने भागलयास येणारी बाकी काढा. 
   (x + 2) हा p(x)चा अवयव आहे का हे ठरवा. 
उकल :   p(x) = x3 + 4x - 5
    p(-2) =  (-2)3 + 4(-2) - 5
    p(-2)  = -8 -8 - 5
        = -21
िेर चसद् धांतानतुसार बाकी -21 आली.
येथे बाकी ¹ 0

\ (x + 2) हा p(x) या बहुपदीचा अवयव नाही.

कृती ः (x - 1) हा x3 + 4x - 5 या बहुपदीचा अवयव आहे का हे पडताळा. 
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िे लक्ात ठेवूया.

 p(x) ही बहुपदी असून a ही कोणतीही वासतव संखया असेल आचण जर p(a) = 0 असेल तर (x - a) 
हा p(x) चा अवयव असतो.

 याउलट (x - a) हा  p(x) या बहुपदीचा अवयव असेल तर p(a) = 0 असते.

उदा (1)  अवयव चसद् धांताचा उपयोग करून, x - 2 हा x3 - x2 - 4 या बहुपदीचा अवयव आहे का ते  
ठरवा.

उकल :   p(x) = x3 - x2 - 4   भाजक = x - 2 
   \ p(2) = 23 - 22 - 4 = 8 - 4 - 4 = 0
 \ अवयव चसद् धांतानतुसार, (x - 2) हा (x3 - x2 - 4) या बहुपदीचा अवयव आहे. 

उदा (2) जर (x - 1) हा (x3 - 2x2 + mx - 4) चा अवयव असेल तर m ची चकंमत काढा. 
उकल : (x - 1) हा p(x) चा अवयव आहे. \ p(1) = 0
  p(x) = x3 - 2x2 + mx - 4
  p(1) = 13 - 2 ´ 12 + m ´ 1 - 4 = 0
   \ 1 - 2 ´ 1 + m - 4 = 0
   \ 1 - 2 + m - 4 = 0      \ m - 5 = 0           \ m = 5

 कृती :  आपण कोरडवाहू िेती करणाऱया गोचवंदचया िेतीचया संदभा्वत बहुपदींचया रूपात िेतीचा खच्व 
व उतपन्न या बाबी पाचहलया होतया. तयाने बँकेचे कज्व सववा लाख रुपये घेतले व ते 10% वयाजदराने परत 
केले होते. चबयाणांसाठी खच्व 10,000 रुपये, सोयाबीनचया चपकासाठी खते-कीटकनािकांसाठी 2000x 
रुपये व तयाचया मिागतीसाठी 4000x2  रुपये खच्व आला होता. कापूस व तूर या चपकांसाठी खते-
कीटकनािकांसाठी 8000y रुपये व मिागतीसाठी 9000y2 रुपये एवढा खच्व केला होता. 

एकूण उतपन्न 14000x2 + 25000
3

y2+16000y एवढे झाले. 

x = 2, y = 3 या चकमती घेऊन गोचवंदचया िेतीचा जमाखच्व चलहून काढा. 

उकल :    जरा          खच्म

1,25,000 रुपये बँकेचे कज्व 1,37,000 रुपये बँकेची वयाजासह परतफेड. 

`   सोयाबीनचे उतपन्न `     चबयाणांसाठी

`   कापसाचे उतपन्न  `  सोयाबीन:खते व कीटकनािके   

`   ततुरीचे उतपन्न  `   सोयाबीन: मजतुरी व मिागत

`   एकूण जमा `   कापूस व तूर : खते व कीटकनािके

      `  कापूस व तूर : मजतुरी व मिागत 

      `   एकूण खच्व  
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सरावसंच 3.5

(1)  x ची चदलेली चकंमत घेऊन 2x  - 2x3 + 7 या बहुपदीची चकंमत काढा.

 (i) x  = 3  (ii) x  = - 1  (iii) x  = 0
(2)  खालील प्रतयेक बहुपदीकररता p(1), p(0) आचण p(- 2)  काढा.
 (i) p(x) = x3  (ii) p(y) = y2 - 2y + 5 (iii) p(x) =  x4 - 2x2 - x 

(3)  जर m3 + 2m + a या बहुपदीची चकंमत m = 2 असताना 12 आहे, तर a ची चकंमत काढा.
(4)  जर mx2 - 2x + 3 या बहुपदीकरता p(- 1) = 7 असेल तर m ची चकंमत काढा.
(5)  खालीलपैकी पचहलया बहुपदीला दुसऱया बहुपदीने भागलयास, येणारी बाकी िेर चसद्धांताचा उपयोग करून 

काढा.     
 (i) (x2 - 7x + 9) ; (x + 1)
 (ii)  (2x3  - 2x2 + ax - a) ; (x - a)
 (iii) (54m3 + 18m2 - 27m + 5) ; (m - 3)
(6) y3 - 5y2 + 7y + m या बहुपदीस y + 2 ने भागलयास बाकी 50 उरते, तर m ची चकंमत काढा.
(7)  अवयव चसद् धांताचा उपयोग करून, x + 3 हा x2 + 2x - 3 चा अवयव आहे का ते ठरवा.
(8)  जर x - 2 हा  x3  - mx2 + 10x - 20 या बहुपदीचा अवयव असेल तर m ची चकंमत काढा.  
(9) खालील उदाहरणात q(x) हा p(x) चा अवयव आहे चकंवा नाही हे अवयव चसद् धांताने ठरवा.
 (i) p(x) = x3  - x2 - x - 1,  q(x) = x - 1 

 (ii) p(x) = 2x3  - x2 - 45,    q(x) = x - 3
(10)  (x + 1) ने (x31 + 31) ला भागलयास येणारी बाकी काढा.
(11)  m - 1 हा  m21  - 1 व m22  - 1 या बहुपदींचा अवयव आहे हे दाखवा.
(12*) जर x - 2 आचण  x - 

1
2   हे दोनही nx2 - 5x + m या बहुपदीचे अवयव असतील तर दाखवा  

 की m = n = 2
(13)  (i) जर p(x) = 2 + 5x तर p(2) + p(- 2) - p(1) काढा.

      (ii) जर p(x) = 2x2 - 5 3 x + 5 तर p(5 3 ) काढा.

जरा आठवूया.

 मागील इयततेत आपण बहुपदींचे अवयव कसे काढावे याचा अभयास केला आहे. काही उदाहरणे पाहू. 
अवयव काढा. 
 उदा (1)  4x2 - 25              उदा (2)  3x2 + 7x + 2
  = (2x)2 -(5)2                     = 3x2 + 6x + x + 2
  = (2x + 5) (2x - 5) = 3x(x + 2) +1(x + 2)
    = (x + 2) (3x + 1)
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उदा (3)  63x2 + 5x - 2              उदा (4)   6x2 - 5x - 6
 = 63x2 + 14x - 9x - 2                     = 6x2 - 9x + 4x - 6
 = 7x(9x + 2) -1(9x + 2)  = 3x(2x - 3) +2(2x - 3)
   = (9x + 2) (7x - 1)  = (2x - 3) (3x + 2)

जाणून घेऊया.

  बहुपदींचे अवयव (Factors of polynomials)

काही वेळा चदलेलया बहुपदीचे रूपांतर ax2 + bx + c असे करता येते. तयामतुळे चतचे अवयव िोधणे सोपे जाते.  
उदा (1) (y2-3y)2 - 5(y2-3y) - 50 चे अवयव काढा. 
उकल : चदलेलया बहुपदीत (y2-3y) = x मानू.
     \ (y2-3y)2 - 5(y2-3y) - 50 = x2 - 5x - 50
             = x2 - 10x + 5x - 50
         = x(x - 10) +5(x - 10)
         = (x - 10) (x + 5)
       = (y2-3y - 10) (y2-3y + 5)
        = [y2-5y + 2y - 10] (y2-3y + 5)
        = [y(y - 5) +2(y - 5)] (y2-3y + 5)

        = (y - 5) (y + 2) (y2-3y + 5)

उदा (2) अवयव पाडा. 

 (x + 2) (x - 3)(x - 7) (x - 2) + 64
उकल : (x + 2) (x - 3)(x - 7) (x - 2) + 64 
     = (x + 2) (x - 7) (x - 3) (x - 2) + 64
     =  (x2 - 5x - 14) (x2 - 5x + 6) + 64
     = (m - 14) (m + 6) + 64 . . . . . . . .  (x2 - 5x साठी m मानून.)
     = m2 - 14m + 6m - 84 + 64
     = m2 - 8m - 20
     = (m - 10) (m + 2)
       = (x2 - 5x - 10) (x2 - 5x + 2)     .... m चया जागी x2 - 5x चलहून

सरावसंच 3.6
(1) खालील बहुपदींचे अवयव काढा.
 (i) 2x2 + x - 1          (ii) 2m2 + 5m - 3 (iii) 12x2 + 61x + 77

 (iv) 3y2 - 2y - 1         (v) 3 x2 + 4x + 3  (vi) 
1
2 x2 - 3x + 4
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(2)  खालील बहुपदींचे अवयव काढा.

 (i) (x2 - x)2 -8 (x2 - x) + 12 (ii) (x - 5)2 -(5x - 25) - 24

 (iii) (x2 - 6x)2 -8 (x2 - 6x +8) - 64 (iv) (x2 -2x +3) (x2 -2x +5)  - 35

 (v) (y + 2) (y - 3)(y + 8) (y + 3) + 56 

 (vi) (y2 +5y) (y2 +5y -2) - 24 

 (vii) (x - 3)(x - 4)2 (x - 5) - 6

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 3
(1)  खालील प्रतयेक प्रशनासाठी चदलेलया पया्वयांपैकी अचूक पया्वय चनवडा.

 (i)  खालीलपैकी बहुपदी कोणती ?

     (A) x
y

 (B) x x2 3-  (C) x-2 + 7  (D) 2 x2 + 1
2

 (ii)  7  या बहुपदीची कोटी चकती ?

      (A) 1
2

 (B) 5 (C) 2 (D) 0

 (iii)  0 बहुपदीची कोटी चकती असते ?

      (A) 0 (B) 1       (C) चनशशचत करता येत नाही      (D) कोणतीही वासतव संखया 

 (iv)  2x2 + 5x3 + 7 या बहुपदीची कोटी चकती ?

      (A) 3 (B) 2 (C) 5  (D) 7

 (v)  x3 - 1 या बहुपदीचे सहगतुणक रूप काेणते ?

     (A) (1, - 1) (B) (3, - 1) (C) (1, 0, 0, - 1)  (D) (1, 3, - 1)

 (vi)  p(x) = x2 - 7 7 x + 3 तर p(7 7 ) = ?

      (A) 3 (B) 7 7   (C) 42 7  + 3  (D) 49 7

 (vii) 2x3 + 2x या बहुपदीची x = - 1 असताना चकंमत चकती ?

     (A) 4 (B) 2  (C) - 2   (D) - 4

 (viii) 3x2 + mx या बहुपदीचा x - 1 हा अवयव असेल तर m ची चकंमत चकती ?

      (A) 2 (B) - 2  (C) - 3   (D) 3

 (ix) (x2 - 3) (2x - 7x3 + 4) हा गतुणाकार करून चमळणाऱया बहुपदीची कोटी चकती ?

     (A) 5 (B) 3  (C) 2  (D) 0



56

 (x) खालीलपैकी रेरीय बहुपदी कोणती ?

     (A) x + 5   (B) x2 + 5  (C) x3 + 5     (D) x4 + 5

(2)  खालील प्रतयेक बहुपदीची कोटी चलहा. 

 (i) 5 +3x4 (ii) 7 (iii) ax7+bx9  {a, b या शसथर संखया आहेत.}

(3)  खालील बहुपदी प्रमाण रूपात चलहा. 

 (i) 4x2+7x4-x3-x+9  (ii) p+2p3+10p2+5p4-8

(4)  खालील बहुपदी सहगतुणक रूपात चलहा. 

 (i) x4+16  (ii) m5+2m2+3m+15

(5) खालील सहगतुणक रूपातील बहुपदी x हे चल वापरून घातांक रूपात चलहा. 

 (i) (3, -2, 0, 7, 18) (ii) (6, 1, 0, 7) (iii) (4, 5, -3, 0)

(6) बेरीज करा. 

 (i) 7x4-2x3+x+10 ; 3x4+15x3+9x2-8x+2  (ii) 3p3q+2p2q+7 ; 2p2q+4pq-2p3q

(7)  वजाबाकी करा. 

 (i) 5x2-2y+9 ; 3x2+5y-7   (ii) 2x2+3x+5 ; x2-2x+3

(8)  खालील गतुणाकार करा. 

 (i) (m3-2m+3)(m4-2m2+3m+2)    (ii) (5m3-2)(m2-m+3)
(9) 3x3-8x2+x+7 या बहुपदीला x-3 या बहुपदीने संशलेरक पद्धतीने भागा व बाकी काढा.

(10) m चया कोणतया चकमतीकररता x+3 हा x3-2mx+21 या बहुपदीचा अवयव असेल? 
(11) 2016 वरा्वचया िेवटी कोवाड, वरूड व चचखली गावांची लोकसंखया अनतुक्रमे 5x2-3y2, 7y2+2xy 

आचण 9x2+4xy होती. 2017 वरा्वचया सतुरुवातीला तीनही गावांतून चिक्षण व रोजगाराकररता अनतुक्रमे 
x2+xy-y2, 5xy व 3x2+xy माणसे दुसऱया गावी गेली. तर 2017 चया सतुरुवातीला तया गावांची एकूण 
लोकसंखया चकती होती ?

(12) bx2 + x + 5 व bx3-2x+5 या बहुपदींना x-3 ने भागलयास येणारी बाकी अनतुक्रमे m व n असेल 
आचण जर m - n = 0 असेल तर b ची चकंमत काढा. 

(13) सरळरूप द्ा. (8m2+ 3m - 6) - (9m - 7) + (3m2 - 2m + 4)

(14) x2 + 13x + 7 मधून कोणती बहुपदी वजा करावी महणजे 3x2 + 5x - 4 ही बहुपदी चमळेल? 

(15) 4m + 2n + 3 या रािीत कोणती रािी चमळवावी महणजे 6m + 3n + 10 ही बहुपदी चमळेल? 

		 	 	 	 	 ��� 
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4 गुणोततर व प्रराण

जरा आठवूया.

आपण मागील इयततांमधये गतुणोततर व प्रमाण यांचा अभयास केला आहे. तयावर आधाररत उदाहरणेही आपण 
सोडवली आहेत.  
उदा  चवमलने तयार केलेले रवयाचे लाडू रुचकर असतात. ती एक वाटी तूप, 3 वाट्ा रवा आचण 2 वाट्ा 

साखर घेऊन लाडू बनचवते. 
येथे रवा आचण साखर यांचे प्रमाण 3:2 चकंवा 

3
2  आहे.

जर लाडवांसाठी 12 वाट्ा रवा घेतला तर चकती साखर लागेल?
साखर x वाट्ा लागेल असे मानू. यावरून 

3
2  = 12

x
 \ 3x = 24   \ x = 8

महणजे 12 वाट्ा रवा घेऊन लाडू करणयासाठी 8 वाट्ा साखर लागेल. 
हेच उदाहरण पतुढीलप्रमाणेही करता येते. 
रवा 3k  वाट्ा असेल तर साखर 2k वाट्ा लागेल. कारण 

3
2
k
k  = 

3
2

   3k = 12 असेल तर k = 4   \ 2k = 8 वाट्ा साखर लागेल.

जाणून घेऊया.

गुणोततर व प्रराण (Ratio and proportion) 

 दोन संखयांचया गतुणोततराची संकलपना तीन चकंवा अचधक संखयांसाठी चवसताररत करता येते. 
लाडवांचे उदाहरण पाहा.  तूप, रवा आचण साखर यांचे प्रमाण 1 : 3 : 2 आहे. 
 येथे तूप व रवा यांचे गतुणोततर 1 : 3 आचण रवा व साखर यांचे गतुणोततर 3 : 2 आहे. 
ही माचहती एकाच प्रमाणाने चदली आहे. 

तूप 1k = k वाटी, रवा 3k वाट्ा आचण साखर 2k वाट्ा असे मानता येईल. 
आता 12 वाट्ा रवा असेल तर लाडवांसाठी चकती वाट्ा तूप व चकती वाट्ा साखर लागेल हे 

काढता येईल. 

कारण 3k = 12 \ k = 4 आचण 2k = 8 महणजे 4 वाट्ा तूप आचण 8 वाट्ा साखर लागेल. 

• गुणोततर • गुणोततराचे गुणधर्म  
• सरान गुणोततरांवरील शरिया • सरान गुणोततरांचा शसद्धांत
• परंपररत प्रराण • गुणोततरातील k पद्धती

चला, शिकूया.
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 हीच कलपना चार वा अचधक बाबींचया प्रमाणासाठी देखील वापरता येते. 
 जर a, b, c, d या चार संखयांचे प्रमाण 2 : 3 : 7 : 4 असे असेल तर तया संखया 2m, 3m, 
7m, 4m मानू. चदलेली माचहती वापरून m ची चकंमत काढता येईल. उदाहरणाथ्व, या चार संखयांची बेरीज 
48 असेल तर तया चार संखया काढू. 
 2m + 3m + 7m + 4m = 16 m = 48
 \  m = 3
 \  2m = 6,  3m = 9,  7m = 21,  4m = 12 अिा संखया चमळालया.

 \  इष्ट संखया = 6, 9, 21, 12                                           

उदा (1)  खताचया 18 : 18 : 10 या प्रकारामधये नायटट्ोजनची संयतुगे 18%, फॉसफरसची संयतुगे 18% आचण 

पोटचॅियमची संयतुगे 10% असतात. उरलेला भाग इतर पदाथाांचा असतो. तर तया प्रकारचया 20 चकलोग्रॅम 
खतामधये प्रतयेक प्रकारचया संयतुगाचे वसततुमान  चकती असेल ? 

उकल : 20 चकग्र ॅखतातील नायटट्ोजनचया संयतुगाचे वसततुमान  x  चकग्रॅ मानू.

 ∴ =
18

100 20
x

     ∴ =
×

=x 18 20
100

3 6.

 \  नायटट्ोजनचे संयतुग 3.6 चकग्रॅ असेल.
 फॉसफरसचया संयतुगाचे ितमान 18 हेच असते.  \ फॉसफरसचे संयतुग 3.6 चकग्र ॅअसेल.

 20 चकग्रॅ खतातील पोटचॅियमचया संयतुगाचे वसततुमान y चकग्रॅ मानलयास

 100
10

20
y=       \ y  =  2                  \ पोटॅचियमचे संयतुग 2 चकग्रॅ असेल.

सरप्रराण
  एक मोटरगाडी 1 लीटर पेटट्ोलमधये 10 चकमी अंतर जाते.
 महणून 20 लीटर पेटट्ोलमधये ती गाडी 20 ´ 10 = 200 चकमी अंतर कापेल.
 तर 40 लीटर पेटट्ोलमधये तीच गाडी 40 ´ 10 = 400 चकमी अंतर जाईल.
वरील माचहती सारणी रूपात चलहू.

पेटट्ोल ः x लीटर 1 20 40
अंतर ः y चकमी 10 200 400

x
y

1
10

20
200 =

1
10

40
400

 = 1
10

x
y  = k 

 गाडीने वापरलेले पेट्ोल (लीटररधये) आशण तेवढ्ा पेटो्लरधये कापलेले अंतर (शकलोरीटररधये) या रािींचे 
गुणाेततर शस्थर आिे. अिा वेळी तया  दोन रािी सरप्रराणात आिेत, मिणजेच या दोन रािी सरचलनात बदलतात 
असे मिणतात.
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वयसतप्रराण
 एका मोटारीला तािी 50 चकमी वेगाने 100 चकमी जाणयास दोन तास लागतात. एका बैलगाडीचा वेग तािी 5 

चकमी आहे, तर तेवढेच अंतर जाणयास बैलगाडीला 20 तास लागतात. 

   \   वेग ´ वेळ = अंतर हे लक्षात घेऊन वरील माचहती सारणी रूपात चलहू.    

मोटार 
वेग/तािी x वेळ y  x ´ y x ´ y = k

50 2 100  

बैलगाडी 5 20 100

 मिणजे वािनाचा वेग आशण प्रवासाला लागणारा वेळ यांचा गुणाकार शस्थर आलेला शदसतो. अिा वेळी तया 

रािी वयसत प्रराणात आिेत, शकंवा तया रािी वयसत चलनात बदलतात असे मिणतात.

 वरील उदािरणात, वािनाचा वेग आशण ठरावीक अंतर जाणयास लागणारा वेळ िे वयसत प्रराणात आिेत.

जरा आठवूया.

गुणोततराचे गुणधर्म 

(1)   a आचण b या दोन संखयांचे गतुणोततर  a : b चकंवा a
b

अिा सवरूपात चलचहता येते. येथे a ला पूव्वपद (पचहले 

पद) आचण b ला उततर पद (दुसरे पद) महणतात.

(2)  दोेन संखयांचया गतुणाेततरात उततरपद 100 असते तेवहा तया गतुणोततरास ितमान असे महणतात. 

(3)  प्रमाणातील सव्व संखयांना एकाच िूनयेतर संखयेने गतुणले चकंवा भागले तर ते प्रमाण बदलत नाही. 

  उदा. 3:4 = 6:8 = 9:12 तसेच 2:3:5 = 8:12:20 चकंवा k ही िूनयेतर संखया असेल, तर 

  a : b  =  ak : bk  a : b:c  =  ak : bk : ck 

(4)  जया संखयांचे गतुणोततर काढायचे आहे तया एकाच प्रकारचया मापनाचया असलया तर प्रतयेकीचया मापनाचे 

एकक समान असले पाचहजे. 

(5)  गतुणोततराला एकक नसते. 

    जसे, 2 चकलोग्रॅम व 300 ग्रॅम यांचे गतुणोततर 2:300 नसते परंततु 2 चकलोग्रॅम = 2000 ग्रॅम महणून ते गतुणोततर    

        2000 : 300 महणजेच 20:3 आहे. 

उदा (1) सीमाचया व राजश्ीचया वयांचे गतुणोततर 3 : 1 आहे. राजश्ीचया व अततुलचया वयांचे गतुणोततर 2 : 3 आहे. 

तर सीमा, राजश्ी आचण अततुल यांचया वयांचे गतुणोततर काढा.

उकल :     सीमाचे वय : राजश्ीचे वय = 3 : 1  राजश्ीचे वय : अततुलचे वय = 2 : 3

  पचहलया गतुणोततराचे उततरपद हे दुसऱया गतुणोततरातील पूव्वपद असायला हवे. 
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 यासाठी महणजे सलग गतुणोततर चमळवणयासाठी पचहलया गतुणोततरातील पदांना 2 ने गतुणू महणजे 3:1 = 6:2 

चमळेल. 

  
सीमाचे वय
राजश्ीचे वय  = 

6
2 ,  राजश्ीचे वय

अततुलचे वय
 = 

2
3

  \ सीमाचे वय : राजश्ीचे वय : अततुलचे वय हे गतुणोततर  6 : 2 : 3 असे आहे. 

उदा (2) एका आयताकृती िेताची लांबी 1.2 चकमी असून तयाची रुंदी 400 मी आहे, तर लांबीचे रुंदीिी   

गतुणोततर काढा. 

उकल :  येथे  लांबी चकलोमीटरमधये व रुंदी मीटरमधये आहे. गतुणोततरासाठी दोनही एकके समान हवीत महणून चकलोमीटरचे 

मीटरमधये रूपांतर करू. 

  1.2 चकमी = 1.2 ´1000 = 1200 मीटर  \ 1200 मीटरचे 400 मीटरिी गतुणोततर घेऊ. 

 अपेचक्षत गतुणोततर = 1200
400

3
1

=  ,   महणजेच  3:1 आहे. 

उदा (3) महेि यांचया दरमहा खचा्वचे तयांचया उतपन्नािी असलेले गतुणोततर 3:5 आहे, तर तयाचंा खच्व तयाचंया उतपन्नाचया 

िेकडा चकती आहे ?

उकल :  खचा्वचे उतपन्नािी असलेले गतुणोततर 3:5 आहे. याचे ितमानात रूपांतर करायचे महणजे दुसरे पद 100 

करायचे. 

 3
5

3 20
5 20

60
100

=
×
×

=   महणजे खच्व
उतपन्न

= 60
100

 = 60%     \ महिे यांचा खच्व उतपन्नाचया 60% आहे.

उदा (4) एका बागेत आंबा व चचकूचया झाडांचया संखयांचे गतुणोततर 2:3 आहे. जर तया बागेत प्रतयेक प्रकारची 5 झाडे 

जासत लावली असती तर तयांचया संखयांचे गतुणोततर 5 : 7 झाले असते. तर तया बागेत आंबयाची व चचकूची 

झाडे चकती आहेत?

उकल :  सतुरुवातीचे गतुणोततर 2 : 3 आहे. 

   बागेतील आंबयाची झाडे = 2x   व   चचकूची झाडे = 3x मानू.  

 चदलेलया अटीनतुसार,   2 5
3 5

5
7

x
x

+
+

=       

    14x + 35 = 15x + 25  

           \ x = 10  

    \  बागेतील आंबयाची झाडे = 2x = 2 ´10= 20

        \ बागेतील चचकूची झाडे = 3x = 3 ´10= 30
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उदा (5) दोन संखयांचे गतुणोततर 5 : 7 आहे. जर प्रतयेक संखयेत 40 चमळवले तर येणाऱया बेरजांचे  
 गतुणोततर 25 : 31 होते. तर तया संखया काढा. 

उकल :  पचहली संखया = 5x आचण दुसरी संखया = 7x मानू. 
  चदलेलया अटीवरून.

             

5 40
7 40

25
31

31 5 40 25 7 40
155 1240 175 1000

1240

x
x
x x

x x

+
+

=

+( ) = +( )
+ = +

−11000 175 155
240 20

12

= −
=
=

x x
x

x

   
        

   

    \  पचहली संखया = 5 ´ 12 = 60
         दुसरी संखया = 7 ´ 12 = 84
              \  चदलेलया संखया 60 व 84 आहेत.

(1) खाली चदलेलया संखयांचया जोड्ांमधील पचहलया संखयेचे दुसऱया संखयेिी असलेले गतुणोततर संचक्षप् रूपात 
चलहा.

 (i) 72, 60 (ii) 38,57 (iii) 52,78
(2) पतुढील रािींपैकी पचहलया रािीचे दुसऱया रािीिी असलेले गतुणोततर संचक्षप् रूपात चलहा.
 (i) 700 रुपये,  308 रुपय े  (ii) 14 रु,        12 रु. 40 पै. 
 (iii) 5 लीटर,  2500 चमचललीटर  (iv) 3 वर्व 4 मचहने,      5 वरवे 8 मचहने
 (v) 3.8 चकलोग्रॅम,   1900 ग्रमॅ   (vi) 7 चमचनटे 20 सेकंद,    5 चमचनटे 6 सेकंद.
(3) पतुढील ितमाने संचक्षप् गतुणोततरांचया रूपात चलहा.
 (i) 75 : 100 (ii) 44 : 100 (iii) 6.25% (iv) 52 : 100 (v) 0.64%
(4) एक लहान घर 3 माणसे 8 चदवसांत बांधू िकतात, तर तेच घर 6 चदवसांत बांधणयास चकती माणसे लागतील?

(5)  पतुढील गतुणोततरांचे ितमानात रूपांतर करा. 

 (i) 15 : 25  (ii) 47 : 50 (iii) 7
10

 (iv) 546
600

 (v) 7
16

(6)  आभा आचण चतची आई यांचया वयांचे गतुणोततर 2:5 आहे. आभाचया जनमाचया वेळी चतचया आईचे वय 27 
वरवे होते. तर आभा आचण चतची आई यांची आजची वये काढा. 

(7)  वतसला व सारा यांची आजची वये अनतुक्रमे 14 वरवे व 10 वरवे आहेत; चकती वराांनी तयांचया वयांचे गतुणोततर 
5:4 होईल?

(8)  रेहाना व चतची आई यांचया आजचया वयांचे गतुणोततर 2 : 7 आहे. 2 वराांनी तयांचया वयांचे गतुणोततर 1 : 3 
होईल. तर रेहानाचे आजचे वय चकती? 

सरावसंच 4.1
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जाणून घेऊया.

   गुणोत्तरांची ्तुलना

 जर b > 0, d > 0 तर 
a
b  , 

c
d  या गुणोततरांची तुलना पाहू. ही तुलना खालील ननयमांनुसार करता येते. 

 (i) जर ad > bc तर a
b

 >  
c
d    (ii) जर ad < bc तर  a

b
< 
c
d      (iii) जर ad = bc तर 

a
b  = 

c
d               

खाली निलेलया गुणोततरांचया प्रतयेक जोडीतील क्रमसंबंध ठरवा.  

उदा (1)   4
9

7

8
,

उकल :     4  ´  8   ?    7  ´  9
                      32  <  63
             \    4

9

7

8
<

      उदा (2)  13

8

7

5

,

                    13 5 8 7´ ´, ?

                            65 56?

                             65 56>

                      \       13

8

7

5

>

उदा (3) जर a व b पणूाांक संखया असतील आनण a < b, b > 1 तर a
b

−
−

1
1

, 
a
b

+
+

1
1  या गुणोततरांतील  

     क्रमसंबंध ठरवा. 

उकल :  a < b
 \ a - 1 < b -1    आता a

b
−
−

1
1

 - 
a
b

+
+

1
1   या वजाबाकीचा नवचार करू.

    
 a

b
−
−

1
1

 - 
a
b

+
+

1
1   �

�� � �� � � �� � �� �
�� � �� �

�
� � �� � � � � �� �

�

a b a b
b b

ab b a ab b a
b

1 1 1 1

1 1

1 1

1
2

��
� � � � � � �

�

�
�
�

�
�� �
�

ab b a ab b a
b

a b
b
a b
b

1 1

1

2 2

1

2

1

2

2

2

         

.......... (1)
.......... (2)

....(1) व (2) वरून

2

1
0

1

1

1

1
0

1

1

1

1

2

a b
b
a
b

a
b

a
b

a
b

�� �
�

�

�
�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

आता a < b  \ a - b < 0    

तसेच  b2-1 > 0   कारण   b ¹ ± 1b > 1
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उदा (4)  जर a : b = 2 : 1  आचण b : c = 4 : 1 तर  a
b c

4

2 2

3

32








  या रािीची चकंमत काढा.

उकल :      1
2

b
a =         \ a = 2 b      1

4
c
b =         \ b = 4c    

 a = 2 b  =  2 ´ 4c = 8c       \ a = 8 c  

 आता a = 8 c, b = 4c  या चकमती घालून

  a
b c

4

2 2

3

32








 = 8

32 4

8 8 8 8
32 16

4

2 2 2

3

4

2 2

3

c
c c

c
c c

( )
× × ×













=
× × × ×
× × ×











 

     

      = (8)3

  \     
a
b c

4

2 2

3

32








  = 512

(1)  
a
b

ak
bk

=  या गतुणधमा्वचा उपयोग करून ररकामया जागी योगय संखया चलहा. 

 (i) 
5
7 28

35
3 5

= = =
....

....
....
.     (ii) 9

14
4 5

42 3 5
= = =

.
....

.... ....
.

(2)  पतुढील गतुणोततरे काढा.

 (i) वततु्वळाचया चत्जयेचे तयाचया पररघािी असलेले गतुणोततर.

 (ii) r चत्जया असलेलया वततु्वळाचया पररघाचे, तयाचया क्षेत्फळािी असलेले गतुणोततर. 

 (iii) बाजू 7 सेमी असलेलया चौरसाचया कणा्वचे तयाचया बाजूिी असलेले गतुणोततर. 

 (iv) लांबी 5 सेमी व रुदंी 3.5 सेमी असलेलया आयताचया पररचमतीचे, क्षेत्फळािी असलेले गतुणोततर.  

(3)  पतुढे चदलेलया गतुणोततरांचया जोड्ामंधील लहान-मोठेपणा ठरवा. 

 (i) 
5

3
3
7

,    (ii) 
3 5
5 7

63
125

,   (iii) 5
18

17
121

,  

 (iv)  
80
48

45
27

,   (v) 9 2
5 1

3 4
7 1

.

.
, .

.

(4)  (i) �ABCD समांतरभतुज चौकोन आहे. तयाचया Ð A व Ð B चया मापांचे गतुणोततर 5 : 4 आहे. 
तर Ð B चे माप काढा.

 (ii) अलबट्व आचण सलीम यांचया आजचया वयांचे गतुणोततर 5 : 9 आहे. पाच वराांनंतर तयांचया वयांचे 

गतुणोततर 3 : 5 होईल, तर तयांची आजची वये काढा. 

सरावसंच 4.2
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 (iii) एका आयताचया लांबी व रुदंीचे गतुणोततर 3 : 1 आहे. आयताची पररचमती 36 सेमी आहे, तर 
आयताची लांबी व रुदंी काढा. 

 (iv) दोन संखयांचे गतुणोततर 31 : 23 असून तयांची बेरीज 216 आहे, तर तया संखया काढा. 

 (v) दोन संखयांचा गतुणाकार 360 आहे व तयाचे गतुणोततर 10 : 9 आहे, तर तया संखया काढा. 

(5*) जर a : b =  3 : 1  आचण  b : c =  5 : 1 तर (i) 
a
b c

3

2

3

15








 (ii) 

a
bc

2

7 या रािींचया चकमती काढा. 

(6*) 0 04 0 4 0 4 0 04. . . .× × = × ×a b  तर 
a
b    हे  गतुणोततर  काढा. 

(7) (x + 3) :  (x + 11) = (x - 2) : (x + 1) तर x ची चकंमत काढा. 

जाणून घेऊया.

  सरान गुणोततरांवरील शरिया

समानतेचया गतुणधमाांचा उपयोग करून दोन समान गतुणोततरांवर काही चक्रया करता येतात. तयांचा अभयास करू. 
 जर a , b, c, d या धन संखया असतील तर तयांसाठी खालील गतुणधम्व समजून घेऊ.

(I) वयसत शरिया (Invertendo)  जर  
a
b =

c
d  तर 

b
a

d
c

=  

         a
b

c
d

a d b c
b c a d
b c
a c

a d
a c

b
a

d
c

=

× = ×
× = ×
×
×

=
×
×

=

 

            \       
                 \
      \   (दोनही बाजूंस a ´c ने भागून.)

\ जर  
a
b =

c
d  तर 

b
a

d
c

=  या गुणधरा्मला ‘वयसत शरिया’ मिणतात. 

(II) एकांतर शरिया (Alternando) जर  
a
b =

c
d  तर a

c
b
d

=    

           
a
b =

c
d  

          \ a d b c
a d
c d

b c
c d

a
c

b
d

× = ×
×
×

=
×
×

=

          (दोनही बाजूंस c ´ d ने भागून)

जर a
b

c
d

=  तर a
c

b
d

=   या गुणधरा्मला ‘एकांतर शरिया’ मिणतात. 
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(III) योग शरिया (Componendo)   जर a
b

c
d

=  तर a b
b

c d
d

+
=

+  

                
a
b

c
d

=

           a
b

c
d

a b
b

c d
d

+ = +

+
=

+

1 1  (दोनही बाजूंत 1 चमळवून)

जर a
b

c
d

=  तर a b
b

c d
d

+
=

+  या गुणधरा्मला ‘योग शरिया’ मिणतात.

(IV) शवयोग शरिया (Dividendo)   जर  
a
b

c
d

=  तर 
a b
b

c d
d

−
=

−
 

        \     a
b

c
d

a
b

c
d

a b
b

c d
d

=

− = −

−
=

−

1 1        \    (दोनही बाजूंतून 1 वजा करून)

                  \

जर 
a
b

c
d

=   तर 
a b
b

c d
d

−
=

−
 या गुणधरा्मला ‘शवयोग शरिया’ मिणतात.

(V) योग शवयोग शरिया (Componendo-dividendo) जर  
a
b

c
d

=  तर 
a b
a b

c d
c d

+
−

=
+
− , a ¹ b, c ¹ d

    
 
           

                              \

 जर 
a
b

c
d

=  तर 
a b
a b

c d
c d

+
−

=
+
−   या गुणधरा्मला ‘योग-शवयोग शरिया’ मिणतात. 

 योग चक्रया आचण चवयोग चक्रया यांचे सामानय रूप

 जर ab
c
d

=  तर a b
b

c d
d

+
=

+       (एकदा योग चक्रया)

    
a b
b

c d
d

+
=

+2 2
    

(दोनदा योग चक्रया करून)

 सामानयपणे 
a mb
b

c md
d

+
=

+
 (m वेळा योग चक्रया करून)  ...(1)  

 तसेच जर    
a
b

c
d

=  तर 
a mb
b

c md
d

−
=

−
 (m वेळा चवयोग चक्रया करून)  ...(2) 

 आचण जर     
a
b

c
d

=  तर a mb
a mb

c md
c md

+
−

=
+
−

 ...((1) व (2) वरून, भागाकार करून)

जर
a
b

c
d

a b
b

c d
d

a b
b

c d
d

a b
a b

c d
c d

=

+
=

+

−
=

−

+
−

=
+
−

a
b

c
d

a b
b

c d
d

a b
b

c d
d

a b
a b

c d
c d

=

+
=

+

−
=

−

+
−

=
+
−

\    (योग चक्रया करून)   ....(1)
     
\    (चवयोग चक्रया करून) ....(2)

    (1) व (2) वरून.
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सोडवलेली उदािरणे 

उदा (1) जर a
b

=
5
3

 तर a b
b

+
=

7
7

? हे गतुणोततर काढा.

रीत I रीत II

उकल : जर a
b

=
5
3

  तर a b k
5 3

= = , एकांतर चक्रया करून 

     \ a = 5k, b = 3k 

      \    

             
a
b

=
5
3

     

    

  

  

a
b

a b
b

a b
b

7
5
21

7
7

5 21
21

7
7

26
21

=

+
=

+

+
=

    

उदा. (2) जर 4b
a 7= तर b5

b
a - काढा. 

                  रीत I        रीत II

उकल :           4b
a 7=    

  \ 7 4
a b= एकांतर चक्रया करून  

  \ 7 4
a b m= = मानू

   \ a = 7m,   b = 4m

  \ b5
b
a -  = 4

5(7 ) 4
m

m m-
 

   = 4
4

m
m m35 -

   = 4
31

                  4b
a 7=

                 
5

4
5 7

4
35

b
a #=

=

            5 35 4
4

a b
b
−

=
−  (चवयोग चक्रया  करून) 

           b5
b
a

4
31- =

(वयसत चक्रया)

(एकांतर चक्रया)

(योग चक्रया) 

(चवयोग चक्रया)

िे लक्ात ठेवूया.

जर a
b

c
d

=  तर b
a

d
c

=

जर 
a
b

c
d

= तर c
a

d
b=

जर a
b

c
d

=  तर 
a b
b

c d
d

+
=

+

जर b
a

d
c= तर b

a b
d
c d= --

जर b
a

d
c= तर a b

a b
c d
c d

+
−

=
+
−

 (योग-चवयोग चक्रया)

   (योगचक्रया करून)    

    

    

a b
b

k k
k

k k
k

k
k

+
=

+ ×
×

=
+

= =

7
7

5 7 3
7 3

5 21
21

26
21

26
21

\

\

\
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उदा. (3) जर 3b
a 7= तर 2

2
a b
a b

-
+ ची चकंमत काढा. 

उकल :  रीत I :  समजा a = 7m, b = 3m 

 \ 2
2

a b
a b

-
+  =

+ ×
− ×

7 2 3
7 2 3

m m
m m

                   m
m

7 6
7 6

m
m

-
+=

                    13
m
m= =  1

13

    रीत II :      \ 3b
a 7=

                \   2 6
7

b
a = ...... दोनही बाजूंना 

1
2  ने गतुणून

              \ a b
a b

+
−

=
+
−

2
2

7 6
7 6

  (योग-चवयोग चक्रया करून)

              \ 2
2

a b
a b

-
+ =  1

13       

उदा (4) जर 
a b
3 2

=  तर 
5 3
7 2
a b
a b

+
− ची चकंमत काढा. 

उकल :                  रीत I 

                a b
3 2

=  

         \ a
b

=
3
2

........ एकांतर चक्रयेने

आता  5 3
7 2
a b
a b

+
−

  चया प्रतयेक पदास b ने भागून. 

                

5 3

7 2

5 3

7 2

5 3
2

3

7 3
2

a
b

b
b

a
b

b
b

a
b
a
b

+

−
=







 +







 −

=







 +







 −−

=
+

−

=
+
−

=

2

15
2

3

21
2

2

15 6
21 4

21
17

रीत II 

              
a b
3 2

=

         \   a b
3 2

=  = t मानू. 

\   a = 3t व b = 2t या चकमती ठेवून. 

            

5 3
7 2

5 3 3 2
7 3 2 2

15 6
21 4

21
17

21
17

a b
a b

t t
t

t t
t

t
t

+
−

=
+
−

=
+
−

=

=

( ) ( )
( ) ( t)

t

(t ¹ 0)
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 उदा (5) जर  
4

5

x

y
=   तर 

4
4

x    y

x    y

−
+  ची नकमत काढा.

उकल :  4    
5

4 16    
5

4 16 5    
4 16 5

4 21    
4 11
4 11    
4 21

x
y
x
y

x y
x y
x y
x y
x y
x y

=

=

+ +=
− −

+ =
−
− =
+

...(िोनही बाजूंना 4 ने गुणून)

...(योग-नवयोग नक्रया करून)

उदा (6)    जर 5x = 4y  तर  
2 2

2 2

3

3

x y

x y

+
−  ची नकंमत काढा. 

उकल : x

y

x

y

x

y

x y

x y

x

  

  

  

 

=

=

=

+
−

=
+
−

+

4
5

16
25

3 48
25

3
3

48 25
48 25

3

2

2

2

2

2 2

2 2

2 yy

x y

2

2 23
73
23−

=  

...(िोनही बाजूंस 3 ने गुणून)

...(योग-नवयोग नक्रया करून)

जाणून घेऊया.

   समान गुणोत्तरांचया गुणधमाांचा उपयोग (Use of equal ratios)

काही समीकरणे सोडवणयासाठी इतर पद्धतींपेक्ा समान गुणोततरांवरील नक्रयांचा उपयोग करणे सोईचे असते. 

उदा (1) समीकरण सोडवा.  3 5 7
10 14

3 4 3
8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +
+

=
+ +

+  

उकल ः    3 5 7
10 14

3 4 3
8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +
+

=
+ +

+

   
6 10 14

10 14
6 8 6

8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +( )
+

=
+ +( )

+
 (िोनही बाजूंस 2 ने गुणून)

(िोनही बाजूंचे वग्ग करून)

\

\

\

\

\

\

\

\
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 उदा (5) जर  
4

5

x

y
=   तर 

4
4

x    y

x    y

−
+  ची चकमत काढा.

उकल :  4    
5

4 16    
5

4 16 5    
4 16 5

4 21    
4 11
4 11    
4 21

x
y

x
y

x y
x y

x y
x y
x y
x y

=

=

+ +=
− −

+ =
−
− =
+

...(दोनही बाजूंना 4 ने गतुणून)

...(चवयोग-योग चक्रया करून)

उदा (6)    जर 5x = 4y  तर  
2 2

2 2

3

3

x y

x y

+
−  ची चकंमत काढा. 

उकल : x
y

x
y

x
y

x y
x y

x

  

  

  

 

=

=

=

+
−

=
+
−

+

4
5

16
25

3 48
25

3
3

48 25
48 25

3

2

2

2

2

2 2

2 2

2 yy
x y

2

2 23
73
23−

=  

...(दोनही बाजूंस 3 ने गतुणून)

...(योग-चवयोग चक्रया करून)

जाणून घेऊया.

   सरान गुणोततरांचया गुणधराांचा उपयोग (Use of equal ratios)

काही समीकरणे सोडवणयासाठी इतर पद्धतींपेक्षा समान गतुणोततरांवरील चक्रयांचा उपयोग करणे सोईचे असते. 

उदा (1) समीकरण सोडवा.  3 5 7
10 14

3 4 3
8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +
+

=
+ +

+  

उकल ः    3 5 7
10 14

3 4 3
8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +
+

=
+ +

+

   
6 10 14

10 14
6 8 6

8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +( )
+

=
+ +( )

+
 (दोनही बाजूंस 2 ने गतुणून)

(दोनही बाजूंचे वग्व करून)

\    x =
46
5   ही समीकरणाची उकल आहे.

      6 10 14 10 14
10 14

6 8 6 8 6
8 6

2 2x x x
x

x x x
x

+ +( ) − +( )
+

=
+ +( ) − +( )

+
 (चवयोग चक्रया करून)

      
∴

+
=

+
6

10 14
6

8 6

2 2x
x

x
x

 हे समीकरण x = 0  या चकमतीसाठी सतय आहे.  \ x = 0  ही एक उकल आहे.  

 जर x  ¹ 0 तर x2 ¹ 0,   \  6x2 ने भागून,     1
10 14

1
8 6x x+

=
+

 

                 

   

   

  

      

8 6 10 14

6 14 10 8

8 2

4

x x

x x

x

x

+ = +

− = −

− =

= −       

  \ x = −4   चकंवा  x = 0  या चदलेलया समीकरणाचया उकली आहेत. 

उदा (2)  सोडवा   x x
x x

x x x x
x x x x

+ + −
+ − −

=

+ + − + + − −
+ + − − + − −

=
+

7 2
7 2

5
1

7 2 7 2
7 2 7 2

5( ) ( )
( ) ( )

11
5 1−

   

                  (योग-चवयोग चक्रया करून)

       

2 7
2 2

6
4

7
2

3
2

7
2

9
4

4 28 9 18

28 18 9 4

46 5

46

x
x

x
x

x
x

x x

x x

x

+
−

=

+
−

=

+
−

=

+ = −

+ = −

=

55
= x

       

   

\
\
\
\

\

\

\

\

\
\

\
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a
b = 3

4  

  3
4
a
b

= -----

  ab2 = -----

  2
2
a b
a b

−
+

= ----- 5 2
5 2

2 2

2 2

a b
a b

+
− = -----

  a b
b

2 2

2

+ = ---

   कृती  
जाड कागदाचे पाच ततुकडे घया. प्रतयेक कागदावर खालीलपैकी एक एक चवधान चलहा.

(i)  
a b
b

c d
d

+
=

+
   (ii)  a

c
 = b
d

      (iii) 
a
b  =

ac
bd      (iv) c

d
 = c a
d b

-
-

    (v) 
a
b  = 

rc
rd

a, b, c, d या धनसंखया आहेत आचण 
a
b  = 

c
d  ही माचहती चदली आहे. वरीलपैकी प्रतयेक चवधान सतय की असतय 

आहे हे काडा्वचया मागे चलहा. चवधान असतय असलयास तयाचे कारण चलहा. 

सरावसंच 4.3

(1) जर ab = 7
3

 तर पतुढील गतुणाेततरांचया चकंमती काढा. 

  (i) 
5 3
5 3
a b
a b

+
−      (ii) 

2 3
2 3

2 2

2 2

a b
a b

+
−       (iii) 

a b
b

3 3

3

-
     (iv)    

7 9
7 9
a b
a b

+
−      

(2) जर 15 4
15 4

47
7

2 2

2 2

a b
a b

+
−

=  तर पतुढील गतुणाेततरांचया चकंमती ठरवा.      

 (i) 
a
b   (ii) 

7 3
7 3
a b
a b

−
+   (iii) 

b a
b a

2 2

2 2

2
2

−
+   (iv)   b a

b a

3 3

3 3

2
2

−
+

      

(3) जर 
3 7
3 7

4
3

a b
a b

+
−

=  तर 
3 7
3 7

2 2

2 2

a b
a b

−
+  या गतुणाेततराची चकंमत काढा. 

(4) पतुढील समीकरणे सोडवा. 

 (i) x x
x

x x
x

2 212 20
3 5

8 12
2 3

+ −
−

=
+ +

+
  (ii) 

10 15 63
5 25 12

2 3
5

2

2

x x
x x

x
x

+ +
− +

=
+

−

 (iii) 
( ) ( )
( ) ( )
2 1 2 1
2 1 2 1

17
8

2 2

2 2

x x
x x

+ + −
+ − −

=    (iv*)        4 1 3
4 1 3

4
1

x x
x x

+ + +
+ − +

=   

 (v)  
( ) ( )4 1 2 3

4 12 9
61
36

2 2

2

x x
x x

+ + +
+ +

=         (vi)  
( ) ( )
( ) ( )
3 4 1
3 4 1

61
189

3 3

3 3

x x
x x

− − +
− + +

=      

कृती : खाली चदलेलया मधलया चौकटीतील a आचण b चया चकमती बदलून, महणजे a : b चे गतुणोततर 

बदलून वेगवेगळी उदाहरणे तयार करता येतील. तसे बदल करून चिक्षकांनी भरपूर सराव द्ावा. 
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शवचार करूया.

----(समान गतुणोततरांचया चसद्धांतावरून)

x y z x y z

x y z

x y z

3 5 4
5
5 3

3
3 5

4
4 4

5
15

3
15

4
16

5 3 4

= = =
×
×

=
− ×
− ×

=
×
×

∴ = =
−
−

=

=
− +

115 15 16
5 3 4

16

− +

=
− +x y z

जाणून घेऊया.

  सरान गुणोततरांचा शसद्धांत (Theorem on equal ratios)

जर b
a

d
c= तर a

b
a c
b d

c
d

=
+
+

=   या गतुणधमा्वला समान गतुणोततरांचा चसद्धांत महणतात. 

शसद ्धता ः b
a

d
c= = k   मानू.   \   a =  bk  आचण   c = dk

  \ 
a c
b d

bk dk
b d

k b d
b d

k+
+

=
+
+

=
+( )

+
=

  \ a
b

c
d

a c
b d

= =
+
+

  आपलयाला माहीत आहे की,    b
a

bl
al=

  \   जर  b
a

d
c= = k ,    तर  

al
bl

cm
dm

al cm
bl dm

k= =
+
+

=

  याच पद्धतीने चवचार करून जर 
a
b

c
d

e
f

= = = ........  (सांत पदे) आचण जर l, m, n या िूनयेतर संखया 

  असतील तर  प्रतयेक गतुणोततर =  al cm en
bl dm fn

+ + +
+ + +

...

...
 (सांत पदे)  हे समान गतुणोततरांचया चसद्धांताचे

  सामानय रूप चमळते.

 एका वयायामिाळेत चिितुगटात 35 मतुली व 42 मतुलगे, बालगटात 30 मतुली व 36 मतुलगे आचण तरुण गटात 
20 मतुली व 24 मतुलगे आहेत. तर प्रतयेक गटातील मतुलींची संखया आचण मतुलगयांची संखया यांचे गतुणोततर चकती 
आह े?
 साचंघक कवायतीसाठी चतनही गट मैदानावर एकत् केले. आता एकत् झालेलया समूहातील मतुलींची संखया व 
मतुलगयांची संखया यांचे गतुणोततर चकती आहे ?
 वरील प्रशनांचया उततरातून ततुमहालंा समान गतुणोततरांचया चसद्धांताचा पडताळा आला का ?

उदा (1) खालील चवधानातील ररकामया जागा भरा. 

    (i) a b a b
3 7

4 9
= =

+
..........

 (ii) 
x y z x y z
3 5 4

5 3 4
= = =

− +
...............

उकल ः (i) a b a b a b a b
3 7

4 9
4 3 9 7

4 9
12 63

4 9
75

= =
+

× + ×
=

+
+

=
+

                  
(ii)
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 उदा (2)  जर 
a

x y z
b

y z x
c

z x y( ) ( ) ( )− +
=

− +
=

− +2 3 2 3 2 3  आचण x  + y + z ¹ 0 तर 

 प्रतयेक गतुणोततर =  
a b c
x y z
+ +
+ +2( )  हे दाखवा. 

उकल : 
a

x y z
b

y z x
c

z x y( ) ( ) ( )− +
=

− +
=

− +2 3 2 3 2 3 = k मानू. 

 \ समान गतुणोततरांचया चसद्धांताने 

 

उदा (3) जर  
y

b c a
z

c a b
x

a b c+ −
=

+ −
=

+ − तर 
a
z x

b
x y

c
y z+

=
+

=
+  हे चसद्ध करा. 

उकल :  प्रथम चदलेलया समान गतुणोततरांमधये वयसत चक्रया करून 

    
b c a
y

c a b
z

a b c
x

+ −
=

+ −
=

+ −
 

 आता b c a
y

c a b
z

a b c
x

+ −
=

+ −
=

+ −  = k मानू. 

 \ समान गतुणोततरांचया चसद्धातंाने 

 k c a b a b c
z x

a
z x

=
+ − + + −

+

=
+

( ) ( )

               .....(I)2
 k a b c

x y
b

x y

=
+ − + + −

+

=
+

( ) (b c a)

.......( )2 II

      k
b c a c a b

y z
c

y z

=
+ − + + −

+

=
+

( ) ( )

2             .....(III)        

    \     2 2 2a
z x

b
x y

c
y z

a
z x

b
x y

c
y z

+
=

+
=

+

+
=

+
=

+         \  

उदा (4)  सोडवा :  14 6 8
10 4 7

7 3
5 2

2

2

x x
x x

x
x

− +
+ +

=
−
+

उकल : उदाहरणाचे चनरीक्षण केलयावर असे चदसते की उजवया बाजूचया गतुणोततरातील पवू्वपदाला व उततरपदाला  

2x ने गतुणले तर पचहलया गतुणोततरातील प्रतयेकी दोन पदे चमळतात. महणून दुसऱया गतुणोततरातील दोनही पदांना 

2x ने गतुणू.परंततु तयाआधी  x िूनय नाही हे चनशशचत करून घेऊ. 

k a b c
x y z y z x z x y
a b c
x y z
a b

= + +
− + + − + + − +

= + +
+ +

= +

( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 3

2 2 2
  

  ++
+ +

∴
− +

=
− +

=
− +

= + +

c
x y z
a

x y z
b

y z x
c

z x y
a b c

2

2 3 2 3 2 3 2

( )

             
(( )x y z+ +
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	 जि	x	=	0	असेल	ति			
14 6 8
10 4 7

2

2

x x
x x

− +
+ + 	=		

8
7 		आलण			

7 3
5 2

3
2

x
x

−
+

=
−

 \ 
8
7

3
2

=
−

 ह	ेलरसंगत	लरधान	लमळते.

 \  x ¹	0

 \			दुसऱ्ा	गुणोततिाच्ा	दोनही	पदांना	2x न	ेगुणून.	

  

        

    

14 6 8
10 4 7

2 7 3
2 5 2

14 6 8

2

2

2

x x
x x

x x
x x

k

x x

− +
+ +

=
−
+

=

− +

( )
( )

110 4 7
14 6
10 4

14 6 8 14 6
10 4 7

2

2

2

2 2

2

x k
x x
x x

k

x x x x
x x

+ +
=

−
+

=

− + − +
+ +

 

    
−− −

= =

=

−
+

=

− = +

10 4
8
7

8
7

7 3
5 2

8
7

49 21 40 16

49

2x x
k

k

x
x
x x

     

     

   

 xx x

x x

− = +

= =

40 16 21

9 37 37
9

  

सरावसंच 4.4

(1)			पुढील	लरधानांतील	रिकाम्ा	जागा	भिा.	

	 (i)		
x y x y x y
7 3

3 5 7 9
= =

+
=

−
....... ...... 				(ii)		

a b c a b c
3 4 7

2 3
6 8 14

= = =
− +

=
− +......
......

(2)		5	m -n =3m +4n 	ति	पुढील	िाशींच्ा	लकमती	काढा.	``

 (i)		
m n
m n

2 2

2 2

+
− 		 	 (ii)		

3 4
3 4
m n
m n

+
−

(3)	 	(i)		जि	a(y+z)=b(z+x) = c(x+y) आलण	a, b, c	पैकी	कोणत्ाही	दोन	संख्ा	समान	नाहीत

	 	 ति	 y z
a b c

z x
b c a

x y
c a b

−
−

=
−
−

=
−
−( ) ( ) ( )

	हे	दाखरा.	

 (ii)		जि	 x
x y z

y
y z x

z
z x y3 3 3− −

=
− −

=
− −

	आलण	x+y +z ¹ 0	ति	प्रत्ेक	गुणोततिाची	लकंमत	1

	 	 आह	ेअसे	दाखरा.	

\

\

\

\

\
\

\ \

x
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 (iii) जर  ax by
x y

bx az
x z

ay bz
y z

+
+

=
+
+

=
+
+

आचण x+y +z ¹ 0 तर प्रतयेक गतुणोततर a b+
2

 आहे, 

  हे चसद्ध करा.    

 (iv) जर  y z
a

z x
b

x y
c

+
=

+
=

+  तर  x
b c a

y
c a b

z
a b c+ −

=
+ −

=
+ −

  हे दाखवा. 

 (v) जर 
3 5
5 3

5
5

x y
z y

x z
y x

y z
x z

−
+

=
+
−

=
−
−  तर प्रतयेक गतुणोततर 

x
y  एवढे आहे हे दाखवा. 

(4)  सोडवा. (i) 16 20 9
8 12 21

4 5
2 3

5 40 12
5 10 4

8
1 2

2

2

2

2

x x
x x

x
x

y y
y y

y
y

− +
+ +

=
−
+

+ −
+ −

=
+

+

जाणून घेऊया.

   परंपररत प्रराण (Continued Proportion)

 पतुढील गतुणोततरे चवचारात घया.  4:12 आचण 12:36 ही गतुणोततरे समान आहेत. या दोन प्रमाणांतील 
पचहलयाचे उततरपद आचण दुसऱयाचे पवू्व पद समान आहे. महणून 4, 12, 36 या संखया परंपररत प्रमाणात 
आहेत असे महणतात. 

 जेविा a
b

 = b
c

 तेविा a, b, c या संखया परंपररत प्रराणात अािेत असे मिणतात. 

 जर  ac = b2,  तर दोनही बाजूंना bc ने भागून a
b

 = b
c

 हे समीकरण चमळते.

 \   ac = b2  असेल, तर a, b, c  परंपररत प्रमाणात असतात.
 जेवहा a, b, c परंपररत प्रमाणात असतात तेवहा b ला  a आचण c यांचा ‘िूशरतीय रधय’ (Geometric  
 mean) चकंवा ‘रधयर प्रराण पद’ (Mean proportional) महणतात. 

 यावरून लक्षात घया, की खालील सव्व चवधाने समान अथा्वची आहेत. 

    \ (1) a
b

 = b
c

         (2) b2= a c         (3) a, b, c परंपररत प्रमाणात आहेत.

   (4) b हा a  व c यांचा भचूमतीमधय आहे.         (5)  b हे a  व c चे मधयम प्रमाणपद आहे.
परंपररत प्रमाणाची संकलपनासतुद्धा चवसताररत करता येते. 

 जर 
a
b   = bc  = 

c
d  = 

d
e = e

f
   तर  a, b, c, d, e आचण f  या संखया परंपररत प्रमाणात आहेत, असे

महणतात.

उदा (1) x ही संखया 25 व 4 यांचा भचूमतीमधय आहे तर x ची चकंमत काढा. 

उकल :  x हा 25  व  4  यांचा भचूमतीमधय आहे.
   \   x2 = 25 ´ 4
   \    x2 = 100
   \   x = 10

(ii)
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उदा (2)			जि	4	a2b,	8	ab2, p 	पिंपरित	प्रमाणात	असतील	ति		p	ची	लकंमत	काढा.	

उकल :	 लदलेल्ा	मालहतीररून	4	a2b,		8	ab2,  p		पिंपरित	प्रमाणात	आहेत.

   ∴ =

×
=

4
8

8

8 8
4

16

2

2

2

2 2

2
3

a b
ab

ab
p

p ab ab
a b

b  =  

 

   

उदा (3)			7,	12	आलण	18	्ा	प्रत्ेक	संख्ेतून	कोणती	संख्ा	रजा	केली	असता	्ेणाऱ्ा	संख्ा	पिंपरित	प्रमाणात	असतील?

उकल :		7,	12	आलण	18	्ा	प्रत्ेक	संख्ेतून	x	ही	संख्ा	रजा	केली	असता	्ेणाऱ्ा		संख्ा	पिंपरित	प्रमाणात	
्ेतील	असे	मानू.	

	 (7-x),	(12-x),	(18	-	x)	पिंपरित	प्रमाणात	आहेत.					 	 पडताळा	

 \      (12-x)2		 =	(7-x)	(18	-	x)	 (7-x)		=		7-(-18)		=		25

 \ 144-24	x +	x2  =	126	-	25x +	x2	 (12-x)	=		12	-	(-18)		=		 30

 \    -24	x +25x  =	126	-	144		 (18	-	x)	=		18	-	(-18)		=	36

 \  x  =	-18	 			302	=	900	आलण	25	´	36	=	900	

	 	 	 	 	 25,	30,	36	्ा	संख्ा	पिंपरित	प्रमाणात	आहेत.	

 \ 7,	12,	18	मधून	-18	रजा	केल्ास	्ेणाऱ्ा	संख्ा	पिंपरित	प्रमाणात	असतील.	

   k - पद्धती (k -method)

 गुणोततिातील	k -	पद्धती	ही	समान	गुणोततिांरिील	महणजेच	प्रमाणारिील	काही	प्रशन	सोडरण्ाची	एक	

सोपी	िीत	आहे.	्ा	िीतीमध्े	लदलेल्ा	समान	गुणोततिांपैकी	प्रत्ेकाची	लकंमत	k मानतात.	

उदा (1)		 जि	 a
b
=	 c
d
	ति	दाखरा	की	

5 3
5 3

7 2
7 2

a c
b d

a c
b d

−
−

=
−
−

उकल :  a
b
=
c
d 	=	k  मानू	\ a =bk, c = dk  

  a 	आलण	c च्ा	लकमती	दोनही	बाजूंत	ठेरून.	 

	 	 डारी	बाजू	=	 5 3
5 3

5 3
5 3

5 3
5 3

a c
b d

bk dk
b d

k b d
b d

k−
−

=
−
−

=
−

−
=

( ) ( ) ( )
( )

	 	 उजरी	बाज	ू=	 7 2
7 2

7 2
7 2

7 2
7 2

a c
b d

bk dk
b d

k b d
b d

k−
−

=
−
−

=
−

−
=

( ) ( ) ( )

         \		डारी	बाज	ू=	उजरी	बाजू.		

    \ 5 3
5 3

7 2
7 2

a c
b d

a c
b d

−
−

=
−
−
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उदा (2) जर a, b, c परंपररत प्रमाणात असतील, तर चसद्ध करा 
( ) ( )a b
ab

b c
bc

+
=

+2 2

उकल : a, b, c हे परंपररत प्रमाणात अाहेत.   a
b

= b
c

 = k  मानू.

 \ b =ck, a = bk  = ck  ´  k  =  ck2  

 a  आचण b चया चकमती घालून

 डावी बाजू = 
( ) ( )

( )( )
( ) ( )a b

ab
ck ck
ck ck

c k k
c k

k
k

+
=

+
=

+
=

+2 2 2

2

2 2 2

2 3

21 1

 उजवी बाजू = ( ) ( )
( )

( ) ( )b c
bc

ck c
ck c

c k
c k

k
k

+
=

+
=

+
=

+2 2 2 2

2

21 1

 \ डावी बाजू = उजवी बाजू.    \ 
( ) ( )a b
ab

b c
bc

+
=

+2 2

उदा (3) जर a, b, c परंपररत प्रमाणात असतील, 

 तर चसद्ध करा a
c

a
b

ab b
bc c

= + +
+ +

2 2

2 2

उकल : a, b, c  परंपररत प्रमाणात आहेत. \ a
b

= b
c

समजा, a
b

= b
c

 = k   \b = ck  आचण a =ck2

डावी बाजू    =  ac
ck
c

k= =
2

2    

उजवी बाजू = a
b
k c k c ck ck
ck

ab b
bc c

ck c c
k c

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

4 2

+ +
+ +

=
+

+ +

=

+( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

++ +
+ +

=
+ +

+ +

=

k c c k
c k c k c
c k k k
c k k
k

3 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2

1
1

( )
( )

 \   डावी बाजू  = उजवी बाजू 

 \   a
c

a
b

ab b
bc c

= + +
+ +

2 2

2 2
 

उदा (4) पाच संखया परंपररत प्रमाणात असून पचहले पद 
5 व िेवटचे पद 80 आहे. तर तया संखया काढा. 

उकल : समजा, परंपररत प्रमाण असलेलया पाच संखया 

a, ak, ak2, ak3, ak4 आहेत. 

 येथे   a = 5 आचण ak4 = 80 

  \ 5 ´ k4 = 80  

        \ k4  =16 

         \ k  = 2    \ 24 = 16

ak = 5 ´ 2 = 10  ak2 = 5 ´ 4 = 20

ak3 = 5 ´ 8 = 40 ak4 = 5 ´ 16 = 80

 \ तया संखया 5, 10, 20, 40, 80 आहेत. 
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सरावसंच 4.5

(1)		 12,	16	आलण	21	्ा	प्रत्ेक	संख्ेत	कोणती	संख्ा	 लमळरली	असता	 ्ेणाऱ्ा	संख्ा	 पिंपरित	प्रमाणात	

असतील?

(2)		 (23-x)	र	(19-x)	्ांचे	(28-x)	हे	मध्म	प्रमाणपद	आहे	,	ति	x	ची	लकंमत	काढा.	

(3)		 तीन	संख्ा	पिंपरित	प्रमाणात	आहेत.	त्ांच	ेमध्म	प्रमाणपद	12	असून	उिलेल्ा	दोन	संख्ांची	बिेीज	26	आहे,	

ति	त्ा	संख्ा	काढा.	
(4)		 जि	(a + b + c)	(a - b + c) =	a2 + b2 +  c2	ति	a, b, c	्ा	संख्ा	पिंपरित	प्रमाणात	आहेत	हे	

दाखरा.	

(5)		 जि	 a
b
=	 bc आलण	a, b, c >	0	ति	लसद्ध	किा	की,

					 (i)		 (a + b + c)	(b - c)	=	ab - c2   

					 (ii)	 	(a2 + b2)	(b2 + c2)=	(ab + bc)2    

	 (iii)		
a b
ab

a c
b

2 2+
=

+

(6)	
x y
x y

x
x
y
y

+
−

−,
2 2

2 2 	्ांतील	मध्म	प्रमाणपद	काढा.

  कृती : 	 भूगोलाच्ा	पुसतकातील	भािताचा	िाजकी्	नकाशा	पाहा.	त्ात	लदलेले	अंतिाचे	प्रमाण	लक्षात	घ्ा.	 

	 	 त्ाररून	रेगरेगळ्ा	शहिांतील	सिळ	िेषेतील	अंतिे	काढा.	

	 जसे,	 (i)	नरी	लदल्ी	ते	बंगळुरू	 (ii)	मुंबई	ते	कोलकता		 (iii)	ज्पूि	ते	भरुनेशरि

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 4

(1)		खालील	प्रशनांसाठी	बहुप्ा्व्ी	उततिांतील	अचूक	प्ा्व्	लनरडा.

	 (i)		 जि	6	:	5	=	y	:	20	ति	y	ची	लकंमत	खालीलपैकी	कोणती?

	 		 (A)	15	 	 (B)	24	 (C)	18	 (D)	22.5

	 (ii)		1	लमललमीटिचे	1	सेंलटमीटिशी	असलेले	गुणोतति	खालीलपैकी	कोणते?	

	 		 (A)	1	:	100	 (B)	10	:	1	 (C)	1	:	10	 (D)	100	:	1

	 (iii*)	जतीन,	लनतीन	र	मोहसीन	् ांची	र्े	अनरुिमे	16,	24	र	36	रषषे	आहेत,	ति	लनतीनच्ा	र्ाच	ेमोहसीनच्ा	 

	 र्ाशी	असलेले	गुणोतति	कोणते?

	 		 (A)	3	:	2			 (B)	2	:	3	 (C)	4	:	3	 (D)	3	:	4
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 (iv)  ितुभम व अचनल यांना 3 : 5 या प्रमाणात 24 केळी वाटली, तर ितुभमला चमळालेली केळी चकती? 
   (A) 8  (B) 15  (C) 12 (D) 9
 (v)  4 व 25 यांचे मधयम प्रमाणपद खालीलपैकी कोणते?
   (A) 6  (B) 8   (C) 10 (D) 12
(2)  खाली चदलेलया संखयांचया जोड्ांमधील पचहलया संखयेचे दुसऱया संखयेिी असलेले गतुणोततर सचंक्षप् रूपात  

 चलहा. 
 (i) 21, 48  (ii) 36, 90  (iii) 65, 117     (iv) 138, 161  (v) 114, 133
(3)  पतुढील गतुणोततरे संचक्षप् रूपात चलहा. 
 (i)  वततु्वळाची चत्जया व वयास यांचे गतुणोततर. 
 (ii)  आयताची लांबी 4 सेमी व रुंदी 3 सेमी असलयास आयताचया कणा्वचे लांबीिी असलेले गतुणोततर. 
 (iii)  चौरसाची बाजू 4 सेमी असलयास चौरसाचया पररचमतीचे तयाचया क्षेत्फळािी असलेले गतुणोततर. 
(4)   पतुढील संखया परंपररत प्रमाणात आहेत का ते ठरवा. 
  (i)  2, 4, 8      (ii) 1, 2, 3      (iii) 9, 12, 16      (iv) 3, 5, 8
(5)  a, b, c या तीन संखया परंपररत प्रमाणात आहेत. जर a = 3 आचण c = 27 असेल तर b = चकती ? 
(6)  पतुढील गतुणोततरांचे ितमान रूपांतर करा. 
 (i) 37 : 500      (ii) 5

8
      (iii) 

22
30       (iv) 

5
16       (v) 

144
1200  

(7)   पचहलया रािीचे दुसऱया रािीिी असलेले गतुणोततर संचक्षप् रूपात चलहा.  
  (i) 1024 MB, 1.2 GB [(1024 MB = 1 GB)]
  (ii) 17 रुपये, 25 रुपये 60 पैसे  (iii) 5 डझन, 120 नग

  (iv)  4 चौमी, 800 चौसेमी  (v) 1.5 चकग्रॅ, 2500 ग्रमॅ

(8)  जर  a
b

=
2
3

तर पतुढील रािींचया चकमती काढा. 

  (i) 4 3
3
a b
b
+    (ii) 5 2

5 2

2 2

2 2

a b
a b

+
−

  

 (iii) a b
b

3 3

3

+    (iv) 
7 4
7 4
b a
b a

−
+

(9) a, b, c, d प्रमाणात असतील, तर चसद ्ध करा.

 (i) 11 9
11 9

3
3

2

2

2

2

a ac
b bd

a ac
b bd

+
+

=
+
+

  

 (ii*)  b d
a c
5
5

2 2

2 2

+
+   =  b

a     

 (iii) 
a ab b
a ab b

c cd d
c cd d

2 2

2 2

2 2

2 2

+ +
− +

=
+ +
− +
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(10) a, b, c  परंपररत प्रमाणात असतील, तर चसद् ध करा.

(i) a
a b

a b
a c+

=
−
−2

2
4

 (ii)  b
b c

a b
a c+

=
−
−

(11) सोडवा ः  12 18 42
18 12 58

2 3
3 2

2

2

x x
x x

x
x

+ +
+ +

=
+
+

(12) जर  2 3
3

3
2 3

x y
z y

z y
z x

x z
y x

−
+

=
−
−

=
+
−

तर प्रतयेक गतुणोततर y
x  आहे, हे चसद्ध करा.

(13*) जर  by cz
b c

cz ax
c a

ax by
a b

+
+

=
+
+

=
+
+2 2 2 2 2 2 तर  a

x
b
y

c
z= =    हे चसद्ध करा.

  ���
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5 दोन चलांतील रेषीय सरीकरणे

जरा आठवूया.

उदा. खालील समीकरणे सोडवा. 

(1) m+3=5 (2) 3y+8 =22 (3)  x
3

=2 ( 4) 2p= p +
4
9

m = y = x =  p = 

(5) कोणतया  संखयेत 5 चमळवलयास (6) 8 मधून चकती वजा केलयास 2 उरतील ?
14 ही  संखया चमळेल ? 8 -  = 2

+ 5 = 14 8 - y = 2
 x + 5 = 14  y = 

x = 

वरील प्रतयके समीकरणात चलाचा घातांक 1 आहे. या समीकरणांना एका चलातील ररेीय समीकरणे महणतात.

जाणून घेऊया.

  दोन चलांतील रेषीय सरीकरणे (Linear equations in two variables)

 जया दोन संखयांची बेरीज 14 आहे, अिा संखया िोधा. 

संखयांसाठी x  व  y ही चले वापरून हे उदाहरण समीकरण रूपात  x + y = 14 असे होईल. 

हे दोन चलांतील समीकरण आहे. येथे x आचण  y या दोनही चलांचया अनेक चकमती िोधता येतात. 
जसे,  9 + 5 = 14 7 + 7 = 14 8 + 6 =14 4 + 10 = 14 

(-1) + 15= 14 15 + (-1) = 14  2.6 + 11.4 =14 0 + 14  = 14 

100 + (-86) = 14     (-100) + (114) = 14     +  = 14     +  = 14

 महणजे वरील समीकरणांचया (x = 9, y = 5) (x = 7, y = 7) (x = 8, y = 6) इतयादी अनेक उकली 
चमळतात. 

• दोन चलांतील रेषीय सरीकरणे • एकसारशयक सरीकरणे सोडशवणे 
• एकसाराशयक सरीकरणे  • एकसाराशयक सरीकरणांवरील िाब्दक उदािरणे

चला, शिकूया.
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x =	9,	y =	5	ही	उकल	(9,	5)	अशा	रिमान	ेकंसात	लललहण्ाचा	संकेत	आहे.	्ा	जोडीतील	पलहली	संख्ा	x ची	

लकंमत	र	दुसिी	संख्ा	y ची	लकंमत	असते.	x	+	y =	14	हे	समीकिण	सत्		ठिरणाऱ्ा	(9,5),	(7,7),	(8,6),	

(4,10),	(10,4),	(-1,15),	(2.6,	11.4),	…	अशा	अनंत	रिलमत	जोड्ा	महणजे	अनंत	उकली	आहेत.	

आता	दुसिे	उदाहिण	पाहा.

	 अशा	दोन	संख्ा	शोधा	की	ज्ाचंी	रजाबाकी	2	आहे.	

	 मोठी	संख्ा	x	र	लहान	संख्ा	y मानल्ास		x-y		=	2		हे	समीकिण	लमळेल.	

 x आलण	y	लकंमतींसाठी	पुढीलप्रमाण	ेअनेक	समीकिणे	लमळतील.

	10	-	8	=	2					 9	-	7	=	2	 8	-	6	=	2	 (-3)	-	(-5)	=	2		 5.3-3.3=2

	15	-	13	=	2				100	-	98	=		2				 		-		 	=		2				 	-		 	=		2

	 ्ेथे	x =	10	आलण	y =	8	्ा	लकंमती	घेतल्ा	ति	(10,8)	ही	रिलमत	जोडी		्ा	समीकिणाच	ेसमाधान	किते	

महणज	े	ही	जोडी	्ा	समीकिणाची	उकल	आहे.	(10,	8)		ही	जोडी	(8,	10)	अशी	ललहून	चालणाि	नाही.	कािण	

(8,	10)	्ाचा	अथ्व	x =	8,	y =	10	असा	आहे.	्ा	लकमतींनी	x-y		=	2		्ा	समीकिणाच	ेसमाधान	होत	नाही.	

्ाररून	जोडीतील	संख्ाचंा	रिम	महत्राचा	असतो,	हे	नीट	लक्षात	घ्ा.			

	 आता		x-y		=	2		्ा	समीकिणाच्ा	उकली	रिलमत	जोड्ांच्ा	रूपात	ललहू.	

	 (7,	5),	(-2,	-4),	(0,	-2),	(5.2,	3.2),	(8,	6)	इत्ादी	अनंत	उकली	आहेत.	
	 4m	-	3n	=	2	्ा	समीकिणाच्ा	उकली	काढा.	
	 तुमहीही	अशी	तीन	रेगरेगळी	समीकिणे	त्ाि	किा	र	त्ांच्ा	उकली	शोधा.	
	 आता	पलहली	दोन	समीकिणे	पाहा.	
   x +	y		=	14			 ........	I
  x -	y		=	2	 ........	II

	 समीकिण	I	च्ा	उकली	(9,	5),	(7,	7),	(8,	6)...

	 समीकिण	II	च्ा	उकली	(7,	5),	(-2,	-4),	(0,	-2),	(5.2,	3.2),	(8,	6)...

(8,	6)	ही	जोडी	उकलींच्ा	दोनही	समूहांत	सामाईक	आहे.	ही	जोडी	दोनही	समीकिणांचे	समाधान	किते.	महणून	ती	

दोनही	समीकिणांची	सामाईक	उकल	आहे.	

हे लक्ात ठेवूया.

जेवहा	दोन	चलांतील	दोन	िेषी्	समीकिणांचा	एकाच	रेळी	लरचाि	किताे	तेवहा	त्ा	समीकिणांना	एकसारजयक 

सरीकरणे (Simultaneous	equations)	महणतात.
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शवचार करूया.

 x+y  = 5 आचण 2x + 2y  = 10 ही दोन चलांतील दोन समीकरणे आहेत. 

 x+y  = 5 या समीकरणाचया वेगवेगळ्ा पाच उकली िोधा. तयाच उकलींनी 2x + 2y = 10 या समीकरणाचेही 

समाधान होते का हे तपासा. 

या दोनही समीकरणांचे चनरीक्षण करा. 

दोन चलांतील दोन समीकरणांचया सव्व उकली समान असणे यासाठी आवशयक असणारी अट चमळते का ते पाहा. 

जाणून घेऊया.

  चलाचा लोप करून एकसाराशयक सरीकरण सोडवणयाची पद् धत (Elimination method)

 x + y = 14 आचण x - y = 2 हे एकसामाचयक समीकरण चलांना चकंमती देऊन आपण सोडवले. परंततु 
प्रतयके वेळी ही रीत सोईची होईल असे नाही. उदाहरणाथ्व, 2x + 3y = -4 आचण x - 5y = 11 हे समीकरण  
x व y यांना वेगवेगळ्ा चकमती देऊन सोडवणयाचा प्रयतन करून पाहा. या रीतीने उकल चमळवणे सोपे नाही हे ततुमचया 
लक्षात येईल.
 महणून एकसामाचयक समीकरण सोडवणयासाठी वेगळी पद् धत वापरली जाते. या पद् धतीत दोनपैकी एका 
चलाचा लोप करून एका चलातील रेरीय समीकरण चमळवतात. तयावरून तया चलाची चकंमत काढतात. ही चकंमत 
चदलेलयापैकी कोणतयाही समीकरणात मांडली की दुसऱया चलाची चकंमत चमळते.

 ही पद ्धत समजणयासाठी पतुढील उदाहरणे अभयासा.

29 13 

 कृती : खाली चदलेलया चशमयांचया काचांवर अिा संखया चलहा की, 

(i) जयांची बेरीज 42 आचण वजाबाकी 16 आहे.    (ii) जयांची बेरीज 37 अाचण वजाबाकी 11 आहे.

(iii) जयांची बेरीज 54 आचण वजाबाकी 20 आहे.    (iv) जयांची बेरीज.. आहे आचण वजाबाकी.. आहे.



83

उदा (1)   सोडवा ः  x + y = 14 आचण x - y = 2 . 

उकल ः दोनही समीकरणांची बेरीज करून एका चलातील समीकरण चमळवू.

    x + y  =  14  .........I

             + x - y  =  2  .........II                     

   2x + 0  =  16  x =8  ही चकंमत समीकरण (I) मधये ठेवू.

   2x = 16

   x = 8

              

 येथे (8, 6) ही पचहलया समीकरणाची उकल आहे.  हीच उकल दुसऱया  समीकरणाचीही आहे याचा पडताळा घेऊ. 

 x-y =8-6  =2  हे सतय आहे. 

    (8,6) ही  चदलेलया दोनही समीकरणांची सामाईक उकल आहे. 

 महणजेच x + y = 14 आचण x - y = 2 या एकसामचयक समीकरणांची (8, 6)  ही उकल आहे.

उदा (2)   आई व मतुलगा यांचया वयांची  बेरीज 45 आहे. आईचया वयाचया दुपटीतून मतुलाचे  वय वजा केले तर   

  वजाबाकी 54 येते, तर तया दोघांची वये काढा.

  चदलेली माचहती चलाचा उपयोग करून चलचहली की, उदाहरण सोडवणे सोपे जाते. 

उकल ः  आईचे आजचे वय x वरवे व मतुलाचे आजचे वय y वरवे मानू.

पचहलया अटीनतुसार   x+y =45   .........I

दुसऱया अटीनतुसार  2x-y = 54  .........II

समीकरण (I) व (II) यांची बेरीज करून           3x+0 = 99                                
       3x = 99     
        x = 33  
 x = 33 ही चकंमत पचहलया समीकरणात घालू 
  33+y = 45
        y = 45-33
       y = 12

 x=33  व y = 12 ही उकल दुसऱया  समीकरणाचे  समाधान करते. याचा पडताळा घया.

 आईचेे आजचे वय 33 वरवे व मतुलाचे वय 12 वरवे आहे. 

 x + y = 14
\ 8 + y =14
\  y =6
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   दोन चलांतील रेषीय सरीकरणांचे सारानयरूप  

ax + by + c= 0 या समीकरणात  a,b,c या वासतव संखया असतील  आचण a व b  एकाच वेळी 0 नसतील 
तर हे समीकरण  दोन चलांतील ररेीय समीकरणाचे सामानय रूप असते.

या सरीकरणात दोनिी चलांचा  घातांक 1 आिे. िे सरीकरण रेषीय आिे. 

उदा (1) खालील एकसामचयक समीकरणे सोडवा
   3x + y = 5........... (I)
   2x + 3y = 1........(II)
येथे एका चलाचा लोप करणयासाठी दोनही 
समीकरणांतील एकाही चलाचा सहगतुणक समान चकंवा 
चवरुद्ध संखया नाही. तो समान करून घेऊ.

समीकरण I चया दोनही बाजूंना 3 ने गतुणू. 

\  3x ´ 3 + 3 ´ y =  5 ´ 3

 \  9x + 3y  =  15 .......(III)

  2x + 3y  =  1 .......(II)

आता समीकरण II  हे समीकरण III मधून वजा करू

     9x  + 3y  =  15

      + 2x + 3y  =  1
  -     -        -
               7x   =  14
                 x   =  2
 x  = 2 ही चकंमत कोणतयाही समीकरणात ठेवू.  
  2x  + 3 y  =  1          
  \  2 ´ 2 + 3y  =  1 
 \ 4 + 3y  =  1  
 \  3y  = -3

 \  y  =  -1 

येथे (2, -1) ही उकल दुसऱया समीकरणासाठीही  
सतय आहे, हे पडताळा. 

 

शवचार करूया.

3x  - 4y  - 15 = 0 आचण y + x  + 2 = 0 हीच समीकरणे x  या 
चलाचा लोप करून सोडवता  येतील का? तयाची उकल तीच येईल का?

उदा  (2)  खालील एकसामचयक समीकरणे सोडवा.

 3x – 4y – 15 = 0  ........... (I)

 y +x + 2 = 0 ........(II)

 दोनही समीकरणे शसथरांक उजवीकडे घेऊन चलहू.

 3x – 4 y = 15........(I)

 x+ y = -2 ............. (II)

 y चलाचा लोप करणयासाठी समीकरण II ला 4 ने गतुणू 

व समीकरण I मधये ते चमळवू.

  3x – 4 y  =  15

 +  4x + 4y  =  -8

  7x   =  7

       x  =  1

 x = 1 ही चकंमत समीकरण II मधये ठेवू.

    x+y  =  -2

  \1 + y  =  -2

  \ y  =  -2 -1

  \ y  =  -3

(1, -3) ही उकल आहे. ही उकल समीकरण I साठी 
सतुद्धा सतय आहे, हे पडताळा. 
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जाणून घेऊया.
  

  एका चलाची शकंरत दुसऱया चलाचया रूपात ठेवून चलाचा लोप करणे  (Substitution method) 

चलाचा लोप करणयाची आणखी एक पद् धत आहे. समीकरणातील एका चलाची चकंमत दुसऱया चलाचया रूपात काढून 

ती दुसऱया समीकरणात ठेवून पचहलया चलाचा लोप करता येतो. ही पद् धत पतुढील उदाहरणांतून समजावून घेऊ. 

उदा (1) सोडवा ः   8x + 3y = 11  ;  3x – y = 2

उकल ः 8x + 3y = 11.................. (I)

   3x – y = 2.......................(II)

 समीकरण  (II)  मधये y ची चकंमत x चलात  

 मांडणे सोपे होईल.

 3x – y = 2

 3x – 2 = y

आता y = 3x -2 ही चकंमत समीकरण (I) मधये ठेवू.

 8x + 3y = 11

 \ 8x + 3(3x-2) = 11

 \ 8x + 9x -6 = 11

 \ 17x – 6 = 11

 \ 17x = 11 + 6 = 17

     \ x = 1

x ची ही चकंमत  y = 3x – 2 यात ठेवू.

 \ y = 3 ´ 1 – 2

 \ y = 1

 \ (1, 1) ही या समीकरणांची उकल आहे.

उदा (2) सोडवा. 3x – 4 y= 16 ; 2x – 3y = 10
उकल ः 3x-4y=16..........(I)    
    2x – 3y = 10.............(II)
समी. I वरून x या चलाची चकंमत y चयारूपात मांडू.
 3x – 4 y = 16
 3x = 16 + 4y

 x =
16 4

3
+ y

 x ची ही चकंमत समीकरण (II) मधये ठेवू. 

 2 3 10

2 16 4
3

3 10

32 8
3

3 10

32 8 9
3

10

x y
y y

y y

y y

− =

+





 − =

+
− =

+ −
=

 

       

 32 + 8y – 9y =30

 32 – y  = 30      \ y = 2

आता y = 2 ही चकंमत समीकरण (I) मधये ठेवून 

    3x -4y =16

   \ 3x -4´2 = 16    
    \      3x -8 = 16    
   \         3x  = 16 + 8

    \        3x  = 24    

  \     x  = 8    
 \  x  = 8 व y = 2    
\  (8, 2) ही या समीकरणांची उकल आहे. 
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(1) x आचण y या चलांचा उपयोग करून दोन चलांतील 5 रेरीय समीकरणे चलहा.
(2) x + y = 7 या समीकरणाचया 5 उकली चलहा.
(3) खालील एकसामचयक समीकरणे सोडवा.
 (i) x + y = 4 ; 2x – 5y = 1 (ii) 2x + y = 5; 3x-y = 5
 (iii) 3x-5y=16; x-3y=8 (iv) 2y-x=0; 10x + 15y = 105
 (v) 2x + 3y+4 = 0; x- 5y = 11 (vi)  2x - 7y = 7; 3x + y = 22 

 
  एकसारशयक सरीकरणांवरील िाब्दक उदािरणे 

 िाशबदक उदाहरणे सोडवताना चदलेलया माचहतीवरून समीकरण तयार करणे हा एक अतयंत महत्वाचा टपपा 
आहे. समीकरणाची उकल काढणयाची प्रणाली पतुढील पायऱयांमधून दाखचवली आहे.
                पायऱया                            उदािरण

सरावसंच 5.1

िाशबदक उदाहरण काळजीपवू्वक  
वाचून समजून घया.

उदाहरणातील माचहतीवरून  
रािींसाठी चले वापरा. 

         पचहली संखया = x मानू.
         दुसरी संखया = y मानू. 

चले वापरून चवधाने  
गचणती भारेत चलहा.

योगय पद्धतींचा उपयोग  
करून समीकरणे सोडवा.

उकल चमळवा.

आलेले उततर समीकरणात ठेवून 
पडताळा घया.

दोन संखयांची बेरीज 36 आहे  एका संखयेचया आठ 
पटींतून 9 वजा केले असता दुसरी संखया चमळते.

संखयांची बेरीज 36   \x + y = 36
लहान संखयेची 8 पट = 8x
लहान संखयेची 8 पट – 9 = 8x – 9
\ मोठी संखया = y = 8x - 9

       x + y = 36        \    5 + y = 36
   \8x – y = 9         \    y = 36 -5
   \  9x = 45          \    y = 31
   \    x= 5    

x = 5,  y = 31

31 + 5 = 36 ..........(I)
31 = 8 ´ 5 – 9 ..............(II)

\ तया संखया 5 व 31 आहेत. उततर चलहा.

जाणून घेऊया.
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  िाब्दक उदािरणे 

 आता आपण चवचवध प्रकारचया िाशबदक उदाहरणांचा चवचार करू.
 (1)  वयांिी चनगचडत उदाहरणे
 (2)  संखयांिी चनगचडत उदाहरणे
 (3)  अपणूाांकांवर आधाररत उदाहरणे
 (4)  आचथ्वक वयवहारांवर आधाररत उदाहरणे
 (5)  भौचमचतक आकृतयांचया गतुणधमाांवर आधाररत उदाहरणे 
 (6)  वेग, अंतर, वेळ यांवर आधाररत उदाहरणे
उदा (1) दोन संखयांची बेरीज 103 आहे. जर मोठ्ा संखयेला लहान संखयेने भागले तर भागाकार 2 येतो व बाकी  
 19 उरते, तर तया संखया िोधा.
उकल : पायरी 1   :  िाशबदक  उदाहरण समजावून घेणे.
 पायरी 2  :  िोधणयाचया संखयांसाठी अक्षरे मानणे. 
    तसेच भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी हा चनयम लक्षात घेणे.
     मोठी संखया x मानू व लहान संखया y मानू.
 पायरी 3 :  चदलेली माचहती : संखयांची बेरीज = 103
     महणून  x + y = 103 हे एक समीकरण चमळाले.
    मोठ्ा संखयेला लहान संखयेने भागलयास भागाकार 2 येतो, बाकी 19 उरते महणून
     x = 2 ´  y  + 19    ...(भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी)
    महणजेच x – 2y  = 19 हे दुसरे समीकरण चमळते.
 पायरी 4 :  आता तयार समीकरणांची उकल काढू.
     x + y  =  103 ................(I) 
     x – 2y  =  19 ................(II)

  समीकरण (I) मधून समीकरण (II) वजा करू.
    x + y  =  103
    x – 2y  =  19
  –      +          -
     0 + 3y  =  84
   \   y  =  28
 पायरी 5 :    x + y = 103 या समीकरणात y ची चकंमत ठेवू.
   \   x + 28  =  103
   \   x  =  103 – 28 
   \   x  =  75

 पायरी 6  :    चदलेलया संखया 75 व 28 आहेत.
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उदा (2) सलीलचे वय सगं्रामचया वयाचया चनममयापेक्षा 23 वराांनी जासत आहे. पाच वराांपूवगी तयांचया वयांची बेरीज 

55 वरवे होती, तर तयांची आजची वये काढा.

उकल : सलीलचे आजचे वय x मानू व संग्रामचे आजचे वय y मानू.

 सलीलचे वय सगं्रामचया वयाचया चनममयापेक्षा 23 ने जासत आहे, महणून  x y
=

2
 + 

 पाच वराांपूवगीचे सलीलचे वय = x – 5.   पाच वराांपूवगीचे संग्रामचे वय = y - 5
 पाच वराांपवूगीची तयांचया वयांची बेरीज = 55
  +  = 55
    समीकरणे सोडवून उकल काढणे.
  2x = y + 46  2x – y = 46 .............(I)
  (x - 5) + (y-5) = 55
  x + y = 65    ............(II)

  समीकरण (I) व समीकरण (II) यांची बेरीज करू.    x = 37 ही चकंमत समीकरण (II) मधये ठेवू. 

   2x – y  = 46   x+y  =  65   

            + x + y  = 65 \  37 + y  =  65   

   \  3x  = 111 \  y  =  65 -37  

   \  x  = 37 \  y  =  28   

  सलीलचे आजचे वय 37 वरवे आहे व संग्रामचे आजचे वय 28 वरवे आहे.

उदा (3)  एक दोन अंकी संखया चतचया अंकांचया बेरजेचया चौपट आहे. चतचया अंकांची अदलाबदल केलयास   

 चमळणारी संखया ही मूळचया संखयेचया दुपटीपेक्षा 9 ने कमी आहे, तर ती संखया िोधा.

उकल : मूळचया संखयेतील एककसथानचा अंक x आचण दिकसथानचा अंक y मानू. 

दिकसथानचा 
अंक

एककसथानचा 
अंक

संखया अंकाची 
बेरीज

मूळचया संखयेसाठी y x 10y + x y + x
अंकांची अदलाबदल  

केलयावर चमळणाऱया संखयेसाठी
x y 10x + y x + y

 पचहलया अटीनतुसार  10y + x = 4 (y+x)

          \10y + x = 4y + 4x 

              \ x – 4x + 10y – 4y = 0

          \ -3x + 6y = 0 \ -3x = -6y   \x = 2y    .....(I)
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 दुसऱया अटीनतुसार 10x + y   =  2(10y+x)-9
   10x+y  =  20y + 2x-9
   10x-2x+y-20y =  -9
   8x – 19y  =  -9 .............(II)
   x  =  2y ..............(I) 
 x = 2y ही चकंमत समीकरण (II) मधये ठेवून. 
   16y – 19y   =  -9 ...............(I)
           \  – 3y  = -9
   \      y  = 3
 y = 3 ही चकंमत समीकरण (I) मधये ठेवू.   x – 2 y  =  0
   x -2 x 3  =  0 \  x – 6 = 0 \ x = 6
 मूळची दोन अंकी संखया :  10y + x  = 10 ´ 3 + 6
    =  36

उदा (4) एका गावाची लोकसंखया 50,000 होती. एका वरा्वत पतुरुरांची संखया 5% ने वाढली व शसत्यांची संखया 

3% ने वाढली. तयामतुळे या वरगी लोकसंखया 52,020 झाली. तर गेलया वरगी तया गावात पतुरुर चकती होते 
व शसत्या चकती होतया? 

उकल : आधीचया वरगी गावातील पतुरुरांची संखया x व शसत्यांची संखया y होती असे मानू. 

 पचहलया अटीनतुसार  +  = 50000 .......(I)

 पतुरुरांची संखया 5% ने वाढली. पतुरुरांची संखया  x झाली. 

 शसत्यांची संखया 3% ने वाढली. शसत्यांची संखया  y झाली. 

 दुसऱया अटीनतुसार   x +  y  = 52020

     x +  y  =  5202000  .......(II)

 समीकरण (I) ला 103 ने गतुणू. 

     x +  y  =  5150000  .......(III)

 समीकरण (II) मधून समीकरण (III) वजा करू. 

   2x  = 5202000 - 5150000

   2x  = 52000

 \  पतुरुरांची संखया = x =  \ शसत्यांची संखया = y = 
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सराव संच 5.2

   कृती I :	 पुढे	 लदलेल्ा	आकृतीत	बाणाजरळ	काही	सूचना	 लललहल्ा	अाहेत.	 त्ाररून	 लमळणािे	समीकिण	
बाणांपुढील	चौकटींत	ललहा.	चौकटींतील	कोणतीही	दोन	समीकिणे	घेऊन	त्ा	समीकिणांची	उकल	काढा.	उकलींचा	
पडताळा	घ्ा.

	 ्ांपैकी	कोणत्ाही	दोन	समीकिणांची	एक	जोडी,	अशा	लकती	जोड्ा	लमळतील़?	त्ांच्ा	उकलींरि	चचा्व	

किा.

(1)		 	एका		पालकटात		काही	5		रुप्ांच्ा	र	काही	10		रुप्ांच्ा	नोटा	आहेत.	नोटांची	एकूण	लकंमत	350	रु.	आहे.	

5	रुप्ांच्ा	नोटांची	संख्ा	10	रुप्ांच्ा		नोटांच्ा	संख्ेच्ा	दुपटीपेक्षा	10	ने	कमी	आहे,	ति	पालकटात	5	
रुप्ांच्ा	र	10	रुप्ांच्ा	लकती	नोटा	आहेत?

(2)		 एका	अपूणाांकाचा	छेद	अंशाच्ा	दुपटीपके्षा	1	ने	कमी	आहे.		अंश	र	छेद	्ांत	प्रत्ेकी	1	लमळरल्ास	अंशाच	े
छेदाशी	असलेले	गुणोतति	3	:	5	होते,	ति	तो	अपूणाांक	काढा.	

(3)		 लप्र्ांका	र	दीलपका	्ांच्ा	र्ांची	बेिीज	34	रषषे	आहे.	लप्र्ांका	दीलपकापेक्षा	6	रषाांनी		मोठी	आहे,	ति	त्ांची	
र्े	काढा.

(4)		 एका	प्रालणसंग्रहाल्ात	 लसंह	आलण	मोि	्ांची	एकूण	संख्ा	50	आहे.	त्ांच्ा	पा्ांची	एकूण	संख्ा	140	
आहे,	ति	प्रालणसंग्रहाल्ातील		लसंहांची	र	मोिांची	संख्ा	काढा.

(5)		 संज्ला	नोकिीमध्े	काही	मालसक	पगाि	लमळतो.	दिरषथी	त्ाच्ा	पगािामध्े	लनद्शचत	िकमेची	राढ	होते.	जि	
चाि	रषाांनी	त्ाचा	मालसक	पगाि	4,500	रुप्े	झाला	र	10	रषाांनी	मालसक	पगाि		5,400	रुप्े	झाला,	ति	
त्ाचा	सुरुरातीचा	पगाि	र	रालष्वक	राढीची	िक्कम	काढा.

(6)		 3	खचु्ा्व	र	2	टेबलांची	 लकंमत	 	4500	रुप्े	आहे.	5	खुच्ा्व	र	3	टेबलांची	 लकंमत	 	7000	रुप्े	आहे,		 
ति	2		खचु्ा्व	र	2	टेबलांची	एकूण	लकंमत	काढा.

माझी	लांबी	र	रुंदी	
्ांची	बेिीज	36	आहे.

माझ्ा	लांबीच्ा	
दुपटीतून	रुदंी	रजा	
केल्ास	27	लमळतात.	

माझ्ा	लांबी	र	रुदंीतील	
फिक		6	आहे.

माझी	रुंदी	लांबीच्ा
 5
7
पट	आहे.	

मी	आ्त	आहे.	
माझी	लांबी x आह	े
र	रुंदी	y	आहे.	
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(7)  एका दोन अंकी संखयेतील अंकांची बेरीज 9 आहे. जर अंकांची अदलाबदल केली तर चमळणारी संखया ही 
आधीचया संखयेपेक्षा 27 ने मोठी आहे, तर ती दोन अंकी संखया काढा.

(8*)  D ABC मधये कोन A चे माप  हे Ð B  व Ð C या  कोनांचया मापांचया  बेरजेएवढे आहे. तसेच Ð B व 
Ð C यांचया मापांचे गतुणोततर 4:5 आहे. तर तया चत्कोणाचया कोनांची मापे काढा.

(9*) एका 560 सेमी लांबीचया दोरीचे दोन ततुकडे असे करायचे आहेत, की लहान ततुकड्ाचया लांबीची दुपपट ही 

मोठ्ा ततुकड्ाचया लांबीचया 
1
3  पट आहे, तर मोठ्ा ततुकड्ाची लांबी काढा. 

(10) एका सपधा्व परीक्षेत 60 प्रशन होते. प्रतयेक प्रशनांचया बरोबर उततराकररता 2 गतुण आचण चतुकीचया उततराकररता  

ॠण एक गतुण देणयात येणार होता. यिवंतने सव्व 60 प्रशन सोडवले तेवहा तयाला 90 गतुण चमळाले, तर तयाची 

चकती प्रशनांची उततरे चतुकली होती ? 

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 5
(1) खालीलपैकी योगय पया्वय चनवडा. 
 (i)  3x + 5y = 9 आचण 5x + 3y = 7   तर   x + y ची चकंमत खालीलपैकी कोणती आहे ? 
  (A) 2  (B) 16  (C) 9  (D) 7
 (ii)  आयताचया लांबीतून व रुदंीतून 5 वजा केले तर तयाची पररचमती 26 येते. या माचहतीचे गचणती भारेतील 

रूपांतर खालीलपैकी कोणते? 
  (A) x - y = 8      (B) x + y = 8      (C) x + y = 23      (D) 2x + y = 21
 (iii)  अजय हा चवजयपके्षा 5 वराांनी लहान आहे. तया दोघांचया वयाची बेरीज 25 आहे, तर अजयचे वय 

चकती? 

   (A) 20  (B) 15  (C) 10  (D) 5
(2)  खालील एकसामचयक समीकरणे  सोडवा.

 (i) 2x + y = 5 ;   3x - y = 5    (ii)  x - 2y = -1 ;   2x - y = 7

 (iii)  x + y = 11 ;   2x - 3y = 7   (iv) 2x + y = -2 ;   3x - y = 7

 (v)  2x - y = 5 ;  3x + 2y = 11   (vi) x - 2y = -2 ;   x + 2y = 10

(3) चलाचे सहगतुणक  समान करून खालील समीकरणे  सोडवा.

 (i) 3x-4y=7;  5x+2y=3  (ii)  5x + 7y=17 ;  3x-2y=4

 (iii) x-2y= -10;  3x-5y= -12 (iv) 4x + y=34 ;   x+4y= 16

(4)  खालील एकसामचयक समीकरणे सोडवा.

 (i)    
x y x y
3 4

4
2 4

1+ = − =   ;   (ii) 
x y x y
3

5 13 2
2

19+ = + =   ;

 (iii)   
2 3 13
x y

+ = ;  
5 4 2
x y

− = −
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अंश x
छेद y

अपूणाांकाच्ा	अंशाला	3	ने	गुणले	र	
छेदातून	3	रजा	केले	ति	लमळणािा	

अपूणाांक	18
11
आहे.	

अपूणाांकाचा	अंश	8	ने	राढरला	 
आलण	छेद	दुपपट	केला	ति	लमळणािा	

अपूणाांक	
1
2आहे.	

समीकिण	I समीकिण	II

11x	-	6y	+	18	=	0 x -	y	+	8	=	0

\	लदलेला	अपूणाांक	=	

  आलेल्ा	उततिाचा	पडताळा	घ्ा.

���

(5*)		एक	दोन	अंकी	संख्ा,	त्ा	संख्ेतील	अंकांच्ा	बेिजेच्ा	चौपटीपेक्षा	3	न	ेमोठी	आहे.	जि	त्ा	संख्ेमध्े		18	
लमळरले	ति	्ेणािी	बेिीज	ही	मूळ	संख्ेतील	अंकांची	अदलाबदल	करून	्ेणािी	संख्ा	लमळते,	ति	ती		संख्ा	
काढा.

(6)	 	8		पुसतके	र	5	पेन	्ांची	एकूण	लकंमत	420	रुप्े		आहे	आलण		5		पुसतके	र	8	पेन	्ांची	एकूण	लकंमत	321	
रुप्े	आहे,	ति	एक	पुसतक	र	दोन	पेन	्ांची	लकंमत	काढा.

(7*)		दोन	व्क्तींच्ा	उतपनांचे	गुणोतति	9:7	आहे	र	त्ांच्ा	खचाांचे	गुणोतति	4:3	आहे.	प्रत्ेकाची	बचत		200	
रुप्े	असेल	ति	प्रत्ेकाचे	उतपन	काढा.

(8*)		एका	आ्ताची	लांबी	5	एककाने		कमी	केली	र	रुंदी	3	एककाने	राढरली	ति	त्ाचे	क्षते्रफळ	9	चौिस	एककाने	
कमी	होते.	जि	लांबी	3	एककाने		कमी	केली	र	रुंदी	2	एककाने	राढरली	ति	त्ाचे	क्षते्रफळ	67	चौिस	एककाने	
राढते,	ति	आ्ताची	लांबी	र	रुदंी	काढा.

(9*)		एका	िसत्ारिील	A	र		B	्ा		दोन	लठकाणांमधील	अंति	70	लकमी		आहे.	एक	काि	A	लठकाणाहून	र	दुसिी	
काि	B	्ा	लठकाणाहून	लनघते.	जि	त्ा	एकाच	लदशेने	लनघाल्ा		ति	एकमेकींना		7	तासात	भेटतात	र	लररुद्ध	
लदशेने	लनघाल्ास	1	तासात	भेटतात,	ति	त्ांचे	रेग	काढा.

(10*)	एक	दोन	अंकी	संख्ा	र		त्ा	संख्ेतील	अंकांची	अदलाबदल	करून	्ेणािी	संख्ा	्ांची	बेिीज	99	आहे,		
	ति	ती	संख्ा	काढा.

  कृती  : अपूणाांक	शोधा.
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6 अ्थ्मशनयोजन

चला, चचा्म करूया.

अनघा : आपण कॉमपयतुटर चवकत घयायचा का? 
आई : हो, घेऊया पण पतुढचया वरगी घेऊया. 
अनघा : या वरगी का नको? 
आई : तयाची चकंमत काही कमी नसते. 
अनघा : महणजे पैसे साठवायला हवेत, असेच ना?
आई : हो. 
आपलया आजूबाजूला अिा प्रकारचे अनेक संवाद कानांवर पडतात. 
प्रतयेक वयक्तीला चवचवध गरजा भागवणयासाठी पैिांची गरज असते. तयामतुळेच वत्वमानातील आवशयक गरजा 

पूण्व करून इतर गरजा भागवणयासाठी प्रतयेकजण पैसे साठवणयाचा प्रयतन करतो. तयालाच आपण ‘बचत’ करणे असे 
महणतो. ही बचत सतुरचक्षत राहून चतचयात वाढ होणयासाठी ती आपण ‘ठेव’ महणून ठेवतो चकंवा जमीन, घर यांसारखया 
सथावर बाबी खरेदी करतो. यालाच ‘गतुंतवणूक करणे’ असे महणतात. 

प्रतयेक गतुंतवणूकदार आवशयक तेवढी रक्कम खच्व  करतो आचण उरलेलया रकमेची  बचत करतो, तसेच बचत 
केलेलया रकमेची चवचारपवू्वक गतुंतवणूकही करतो. याला ‘अ्थ्मशनयोजन’ महणतात. संपततीची वदृ्धी आचण सतुरचक्षतता 
हे अथ्वचनयोजनाचे मतुखय प्रयोजन असते. 

प्रतयेकाचया आयतुषयात येणाऱया अपेचक्षत व अनपेचक्षत घटनांकररता तरतूद महणून अथ्वचनयोजनाचा उपयोग होतो. 
काही उदाहरणे पतुढे चदली आहेत. 

अपेशक्त घटना                                             अनपेशक्त घटना
(1) मतुलांचे चिक्षण व तयांचयासाठी इतर खच्व (1) नैसचग्वक आपतती
(2) वयवसायासाठी भांडवल (2) कुटुंबातील एखाद्ा सदसयाचे आजारपण
(3) वाहन खरेदी (3) अपघातामतुळे झालेले नतुकसान
(4) घराचे बांधकाम चकंवा खरेदी (4) आकशसमक मृतयू 
(5) वृद्धापकाळातील गरजा

अथ्वचनयोजन का करावे याचे उततर वरील घटना चकंवा इतरही काही कारणे यांमधून चमळते. अथ्वचनयोजन करताना काही 
बाबी लक्षात ठेवणे गरजेचे असते. 

• अ्थ्मशनयोजनाची ओळख • बचत व गुंतवणूक
• कररचना • आयकर-गणन

चला, शिकूया.
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    बचत (Savings)

(1) बचत सतुरचक्षत राहणे व चतचयात वाढ होणे चहताचे असते. आपली बचत केलेली रक्कम बँकेत चकंवा पोसटात 
सतुरचक्षत राहते. बँकेतील बचत खातयात जमा झालेलया रकमेमतुळे रोकडरचहत (cashless) वयवहार करणे सोईचे होते. अिा 
वयवहारांमतुळे सवत:जवळ अचधक रक्कम ठेवावी लागत नाही व ती रक्कम हरवणयाची वा चोरीला जाणयाची भीती राहात नाही. 

(2) आपण केलेली बचत रोख सवरूपात असेल आचण चतची गतुंतवणूक न करता ती तिीच ठेवली तर चतचे मूलय 
काळाबरोबर कमी होते. महणजेच वसतू चवकत घेणयाची तया रकमेची िक्ती महणजे पिैाची क्रयिक्ती (Purchasing 
power) कमी होते. (उदा. आज 10 रुपयांमधय े2 पेशनसली चमळत असतील, तर काही वराांनंतर तयाच चकमतीत एकच 
पशेनसल चमळेल.) यासाठी बचतीची योगय चठकाणी गतुंतवणूक करून तयात वाढ होणे आवशयक आहे. 

(3) बचत केलेली रक्कम वयवसाय वृद्धी, नवे उद्ोग चालू करणे, अिा कामांसाठी वापरली गेली तर राष्टट्ीय 
उतपादनात वाढ होते. 

(4) एकूण चमळकतीपैकी बचतीचा काही भाग समाजकाया्वसाठी खच्व केलयास तयाचा दूरगामी फायदा सवाांनाच 
होतो.

(5) आवशयक तेवढा खच्व करून झालयावर चैनीचया गोष्टींवरील खच्व कमी करून चिक्षण, वदै्कीय उपचार, 
इतयादींसाठी बचत करणे चहताचे असते. 

 वरील चचत्ाचे चनरीक्षण करा. बचतीचे व गतुंतवणतुकीचे काही माग्व चचत्ात दाखवले आहेत, तयांवर चचा्व करा.
यापेक्षा वेगळे अाणखी कोणते माग्व आहेत का याची माचहती चमळवा. ते चचत्ातील ररकामया जागी चलहा. 

जाणून घेऊया.

मयुचयुअलफंड

िेअर

बचत खाते

राष््ीय बचत 
 प्रराणपत्र 

पोसटाचा 
आयशुव्मरा

साव्मजशनक 

िशवषयशनवा्मि शनधी 

जयेष्ठ नागररक 

योजना

राशसक उतपन्न 

खाते

आ
वतती जरा 
योजना

राष््ीयीकृत बँकेतील ठेव

बॉनड

शवरा

शपगरी खाते

आ
वतती ठेवी

रुदत ठेवी

बचत खाते

ख
ाजगी क्त्र

बँक

बचत व गुंतवणूक

चला, चचा्म करूया.

पोसट ऑशफस 
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जाणून घेऊया.

   गुंतवणूक (Investments)
गतुंतवणतुकीचे अनेक प्रकार आहेत.गतुंतवणूकदार बँक, पोसट अिा आचथ्वक वयवहार करणाऱया संसथांमधये गतुंतवणूक 

करणे पसंत करतात कारण तेथे पैिांची सतुरचक्षतता जासत असते. िेअस्व, मयतुचयतुअल फंड इतयादींमधये गतुंतवणूक 
करणयात थोडी जोखीम असते. कारण जया उद्ोगात हे पैसे गतुंतवले जातात तया उद्ोगास तोटा झालयास, गतुंतवलेली 
रक्कम कमी होते. याउलट फायदा झालयास रक्कम सतुरचक्षत राहते आचण लाभांि चमळू िकतो. 

गतुंतवणूकदाराने गतुंतवणूक करताना दोन मतुखय बाबी चवचारात घेतलया पाचहजेत. एक महणजे जोखीम व दुसरी 
महणजे लाभ. अचधक जोखीम पतकरून गतुंतवणूकदार अचधक लाभ चमळवू िकतो, परंततु अचधक जोखीम असलयामतुळे 
तोटाही होऊ िकतो हे धयानात ठेवले पाचहजे. 

उतपन्न व गतुंतवणतुकीवर अाधाररत काही उदाहरणे खाली सोडवून दाखवली आहेत, ती अभयासा. 
उदा (1) शयामरावांचे 2015-16 चे सव्व प्रकारचे कर भरून झालयावर वाचर्वक उतपन्न 6,40,000 रुपये  आहे.  

ते दर मचहना चवमयाचा 2,000 रुपयांचा हप्ा भरतात. वाचर्वक उतपन्नाचा 20% भाग ते भचवषय-चनवा्वह 
चनधीमधये  गतुंतवतात. आपतकालीन खचा्वसाठी मचहना 500 रुपये बाजूला ठेवतात, तर वरा्वमधये खचा्वसाठी 
तयांचयाकडे चकती रुपये रक्कम उरते? 

उकल : (i) शयामरावांचे वाचर्वक उतपन्न = 6,40,000  रुपये
 (ii) चवमयासाठी चनयोजन = 2000 ´ 12 = 24,000 रुपय े
 (iii) भचवषय चनवा्वह चनधीसाठी गतुंतवलेली रक्कम = 6,40,000 ´ 

20
100   = 1,28,000 रुपये 

 (iv) आपतकालीन खचा्वसाठी बाजूला काढलेली रक्कम = 500 ´ 12 = 6000 रुपये
 \ एकूण चनयोचजत रक्कम = 24,000 + 1,28,000 + 6,000 = 1,58,000 रुपये
 \ वर्वभराचया खचा्वसाठी उरणारी रक्कम = 6,40,000 - 1,58,000 = 4,82,000 रुपये

उदा (2) श्ी िहा यांनी 3,20,000 रुपये बँकेत 10% चक्रवाढवयाजाने 2 वराांकररता गतुंतवले. तयाचप्रमाणे तयांनी 
2,40,000 रुपये करमतुक्त मयतुचयतुअल फंडामधये गतुंतवले. तयाचे बाजारभावाप्रमाणे 2 वराांनंतर तयानंा 
3,05,000 रुपये  चमळाले. तर तयांची कोणती गतुंतवणूक जासत फायदिेीर ठरली? 

उकल ः (i) चक्रवाढ वयाजाने गतुंतवलेलया  रकमेवरील वयाज प्रथम काढू. 
  चक्रवाढ वयाज = रास - मतुद्दल. 
           महणजेच      I  = A - P

       = P 1
100

+





 −

r n

 P

       = P 1
100

1+





 −













r n

                    = 3,20,000 1 10
100

1
2

+





 −












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          = 3,20,000 1 1 12.( ) −





       = 3,20,000 1 21 1. −[ ]
      = 3,20,000 ´ 0.21  

     = 67,200  रुपये
िहा यांनी  3,20,000 रुपये बँकेत गतुंतवलयावर तयांना 67,200 रुपये वयाज चमळाले. 
चमळालेले वयाज गतुंतवणतुकीचया िेकडा चकती होते ते काढू. 

वयाजाचे ितमान = 100 67200
3 20 000

´
, ,  = 21  \बँकेतील गतुंतवणतुकीमतुळे 21% फायदा झाला. 

 (ii) मयतुचयतुअल फंडामधये 2 वराांअखेरीस चमळालेली रक्कम = 3,05,000 रुपये

  \ मयतुचयतुअल फंडातील लाभािं = 3,05,000 - 2,40,000 = 65,000 रुपये

 \ लाभािंाचे ितमान = 65000 100
2 40 000

27 08×
=

, ,
.  

 मयतुचयतुअल फंडातील गतुंतवणतुकीमतुळे तयांना 27.08% फायदा झाला. 
यावरून असे लक्षात येते की, श्ी िहा यांची मयतुचयतुअल फंडातील गतुंतवणूक जासत फायदिेीर होती. 

उदा (3) करीमभाई यांनी काचउद्ोगात 4,00,000 रुपयांची गतुंतवणूक केली. 2 वराांअखेरीस तयांना तया वयवसायातून 
5,20,000 रुपये चमळाले. गतुंतवणतुकीची रक्कम वगळता चमळालेला नफा तयांनी 3 : 2 या प्रमाणात अनतुक्रमे 
मतुदत ठेव व िेअस्वमधये गतुंतवला तर तयांनी प्रतयेक बाबीमधये चकती रक्कम गतुंतवली?

उकल : करीमभाई यांना 2 वराांअखेर झालेला नफा  = 5,20,000 - 4,00,000  = 1,20,000 रुपये

 मतुदत ठेवीमधये गतुंतवलेली रक्कम = 3
5

 ´ 1,20,000 

              = 3 ´ 24,000           
             = 72,000 रुपये            

 िेअस्वमधये गतुंतवलेली रक्कम = 2
5

´ 1,20,000

           = 2 ´ 24,000

       = 48,000 रुपये
 करीमभाई यांनी मतुदत ठेव व िेअस्व या दोहोंमधये अनतुक्रमे 72,000 व 48,000 रुपयांची गतुंतवणूक केली. 

उदा (4) श्ी अचनल यांचे माचसक उतपन्न व खच्व यांचे गतुणोततर 5:4 आहे. श्ी अमन यांचे तेच गतुणोततर 3:2 आहे. 
तसेच अमन यांचया माचसक उतपन्नाचया 4% उतपन्न हे अचनल यांचया माचसक उतपन्नाचया 7% एवढे आहे. 
अचनल यांचे माचसक उतपन्न 9600 रुपये असलयास 

 (i) श्ी अमन यांचे माचसक उतपन्न काढा.   (ii) श्ी अचनल व श्ी अमन यांची बचत काढा. 
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उकल: आपणास माहीत आहे की,  बचत = उतपन्न - खच्व
        अचनल यांचे उतपन्न व खचा्वचे गतुणोततर  5 : 4

अचनल यांचे उतपन्न 5x मानू.
अचनल यांचा खच्व 4x मानू.

अमन यांचे उतपन्न व खचा्वचे गतुणोततर 3 : 2
अमन यांचे उतपन्न 3y मानू.
अमन यांचा खच्व 2y मानू .

4% दराने x रु. गतुंतवले. 5% दराने y रु. गतुंतवले.

  +  = 35000

4
100

  + 5
100

   = 1530

x = y = 

वयाज
..... (I)

..... (II)x y

 

अचनल यांचे माचसक उतपन्न 9600 रुपये महणजे 5x = 9600 यावरून x काढू. 
   \ 5x = 9600
          x = 1920

 माचसक खच्व = 4x = 4 ´ 1920 = 7680 रुपये

अचनल यांचा माचसक खच्व 7680 रुपये               \ अचनल यांची बचत 1920 रुपये

अमन यांचया उतपन्नाचा 4% = अचनल यांचया उतपन्नाचा 7%  हे चदले आहे. 

  \ 
4

100  ´ 3y = 9600 ´ 7
100

         \ 12y = 9600 ´ 7 

  \   y = 9600 7
12

´  = 5600

 अमन यांचे उतपन्न = 3y = 3 ´ 5600 = 16,800 रुपये
 अमन यांचा खच्व   = 2y =  2 ´ 5600 = 11,200 रुपये
\ अमन यांची बचत 16,800 - 11,200 = 5,600 रुपये
श्ी अमन यांचे माचसक उतपन्न 16,800 रुपये  श्ी अमन यांची बचत 5,600 रुपये
श्ी अचनल यांची माचसक बचत 1,920 रुपये

कृती I : अचमताने 35000 रुपयांपैकी काही रक्कम 4% व उरलेली रक्कम 5% वयाजाने एक वरा्वसाठी गतुंतवली. 
चतला एकूण वयाज 1530 रु. चमळाले, तर चतने वेगवेगळ्ा वयाजाने गतुंतवलेली रक्कम काढा. उततर िबदातं चलहा.
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सरावसंच 6.1

 

उपरिर : (1) पालकांचया मदतीने ततुमचया घरातील आठवड्ाचा जमाखच्व चलहून काढा. तयासाठी खचा्वचया प्रकाराचे 
सतंभ तयार करा. अन्नधानय, चिक्षण, वैद्कीय खच्व, प्रवास, कपडे व चकरकोळ खच्व अिा बाबींचा 
चवचार करून सव्व खच्व चलहून काढा. जमेचया बाजूला घरखचा्वसाठी चमळालेली रक्कम, आधीची 
चिल्क व काही नवी चमळकत झालयास ती नोंदवा. 

  (2) सतुट ्टीत संपूण्व मचहनयाचा जमाखच्व चलहा.   पृष्ठ 52 वरील गोचवंदचा जमाखच्व अभयासा.

कृती II ः  कोरडवाहू जमीन असणाऱया िेतकऱयाचे उतपन्न वाढवणयासाठी काेणकोणते उपाय करता येतील यावर  
 वगा्वत चचा्व करा. काही चवद्ाथयाांनी खालीलप्रमाणे मते वयक्त केली आहेत. 

सोहेल  :  िेतकऱयांना फक्त िेतमाल चवकला जातो तेवहाच पैसे चमळतात, तयातला फायदा वर्वभर पतुरला पाचहजे 
महणून तयांचे अथ्वचनयोजन जासत महत्वाचे आहे. 

प्रकाि  :  िेतमालाला रासत भाव चमळाला तर उतपन्न वाढेल. 
नचग्वस  :  अथ्विासत्ाचा चनयम आहे की एखाद्ा वसतूचा पतुरवठा मागणीपेक्षा खूप जासत झाला तर चतची चकंमत कमी 

होते, मग चतची चकंमत कमी झाली की फायदा कमी होणारच!
रीटा  :  जर िेतीचे उतपन्न खूप झाले आचण भाव पडणयाची भीती असेल तर काही माल नीट साठवून ठेवावा, नंतर 

योगय वेळी, बाजारात भाव वाढला की चवकणयास काढावा. 
आझम  :  तयासाठी चांगली गोदामे बांधायला हवीत. 
रेशमा  :  िेतकऱयाला कमी वयाजाने सहज कज्व चमळायला हवे. 
वतसला :  दुध, कुक्कुटपालन यांसारखे िेतीपूरक वयवसाय केले तर थोडे अचधक उतपन्न चमळेल, चिवाय जनावरांचया 

मलमूत्ापासून चांगले सेंद्रीय खत चमळेल. 
कुणाल  :  िेतमालावर प्रचक्रया करणारे कारखाने काढले व सरबते, जॅम, लोणची, वाळवलेलया भाजया, फळाचा गर 

अिा वसतू नीट पचॅकंग करून ठेवलया तर वर्वभर चवकता येतील. 
  चनया्वतक्षम मालाचे अचधक उतपन्न घयावे. 

1. अलकाला दरमहा पाठवलेलया रकमेपैकी 90% रक्कम ती खच्व करते आचण मचहना 120 रुपयांची बचत करते. 
तर चतला पाठवणयात येणारी रक्कम काढा. 

2. सतुचमतने 50,000 रुपये भांडवल घेऊन खाद्पदाथाांचा वयवसाय चालू केला. तयामधये तयाला पचहलया वरगी 
20% तोटा झाला. उरलेलया भांडवलात दुसऱया वरगी तयाने चमठाईचा वयवसाय चालू केला, तयात तयाला 5% 
नफा झाला. तर मूळ भांडवलावर तयाला िेकडा चकती तोटा चकंवा नफा झाला ? 

3. चनशखलने आपलया माचसक उतपन्नाचा 5% भाग मतुलांचया चिक्षणासाठी खच्व केला, 14% भाग िेअस्वमधये 
गतुंतवला, 3% भाग बँकेत ठेवला आचण 40% भाग दैनंचदन खचा्वसाठी वापरला. गतुंतवणूक व खच्व जाऊन तयाचयाकडे  
19,000 रुपये उरले. तर तयाचे माचसक उतपन्न काढा. 

4. सययदभाई यांनी आपलया उतपन्नापैकी 40,000 रुपये 8% चक्रवाढ वयाजाने 2 वराांकररता बँकेत 
गतुंतवले. श्ी फनाांडीस यांनी 1,20,000 रुपये मयतुचयतुअल फंडामधये 2 वराांकररता गतुंतवले. 2 वराांनंतर  
श्ी फनाांडीस यांना 1,92,000 रुपये चमळाले. तर सययदभाई व श्ी फनाांडीस यांपैकी कोणाची गतुंतवणूक जासत 
फायदेिीर ठरली ?

5. समीराने आपलया उतपन्नाचया 3% उतपन्न समाजकाया्वसाठी चदले व 90% उतपन्न खच्व केले. चतचयाकडे  
1750 रुपये चिल्क राचहले. तर चतचे माचसक उतपन्न काढा. 
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चला, चचा्म करूया.

	 कि	महणजे	का्?	कोणकोणत्ा	प्रकािचे	कि	असतात?	्ांबद्दलची	मालहती	खालील	रेबसाईटरि	लमळरा.

जाणून घेऊया.
  करआकारणी

िाष्टट्ाच्ा	उभािणीसाठी	शासन	लरलरध	्ोजना	आखत	असते.	्ा	्ोजनांच्ा	का््वराहीसाठी	शासनाला	फाि	
मोठ्ा	िकमेची	गिज	असते.	अनेक	प्रकािच्ा	किांची	आकािणी	करून	ही	िक्कम	उभी	केली	जाते.	

करांची उपयुक्तता (Utility of taxes)
 y पा्ाभूत	सुलरधा	पुिरणे.
 y लरलरध	कल्ाणकािी	्ोजनांची	अंमलबजारणी	किणे.
 y रेगरेगळ्ा	क्षेत्रांमध्े	लरकास	काम	ेआलण	संशोधन	्ांबाबत	्ोजना	िाबरणे.	
 y का्दा	आलण	सुव्रसथा	िाखणे.
 y नैसलग्वक	आपततीमुळे	बालधत	झालेल्ा	लोकांना	मदत	किणे.	
 y िाष्टट्ाच	ेआलण	नागरिकांच	ेसंिक्षण	किणे,	इत्ादी.	

करांचे प्रकार (Types of taxes)

 प्रतयक् कर (Direct taxes)    अप्रतयक् कर (Indirect taxes)  
	 ज्ा	किांचा	भाि	प्रत्क्ष	किदात्ारि	पडतो,		 ज्ा	किांचा	भाि	प्रत्क्षपणे	किदात्ारि	पडत	नाही,	
	 त	ेकि	महणज	ेप्रत्क्ष	कि.	 ते	कि	महणजे	अप्रत्क्ष	कि. 
 उदा.	आ्कि,	संपततीकि,	व्रसा्	कि		 					उदा.	केंद्री्	लररिी	कि,	मूल्रलध्वत	कि,		       
 इत्ादी.	 				अबकािी	कि,	कसटम	ड्ुटी,	सेराकि,	इत्ादी.

2017	साली	ज्ा	प्रकािे	कि	आकािणी	केली	जात	आह	ेत्ानुसाि	त्ाचे	प्रकाि	रि	दाखरले	आहेत.	
 उपक्रर :  लरलरध	प्रकािचे	कि	भिणाऱ्ा	नोकिदाि	लकंरा	व्ारसाल्कांकडून	रेगरेगळ्ा	किांलरष्ी	मालहती	लमळरा.	

                  	www.incometaxindia.gov.in,	www.mahavat.gov.in	

माझ	े रडील	डॉकटि	  
आहेत.	 ते	 व्रसा्कि	  
र	आ्कि	भितात.

माझी	आई	 लशलक्षका	

आहे.	 ती	आ्कि	
भिते.

आमच्ा	  
दूिधरनीच्ा	 लबलात	
सरेाकिाचा	समारेश	
केलेला	असतो.

माझे	 रडील	शेतकिी
आहेत.	 त्ांना	शेतीतून	
लमळणाऱ्ा	 उतपनारि	
आ्कि	भिारा	लागत	

नाही.

कोणाकोणाच	े पालक	कि	
भितात	?

ICT Tools or Links
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जाणून घेऊया.

  आयकर  (Income tax)

वयक्तीचे, संसथेचे चकंवा इतर कायदिेीर उद्ोगांचे भारतातील उतपन्न, आयकर अचधचनयमानवये ठरलेलया 
मया्वदेपेक्षा अचधक असेल तर तयावर आयकर (प्राप्ीकर) आकारला जातो. 

या प्रकरणात आपण प्रतयक्ष करापैकी फक्त वयक्तींना भरावया लागणाऱया आयकराचा चवचार करणार आहोत. 
आयकराची आकारणी करेंद्र सरकार करते. भारतामधये आयकर आकारणी दोन अचधचनयमांविारे केली जाते. 
(1)  आयकर कायदा 1961 हा चद. 01.04.1962 पासून अशसततवात आला. 
(2)  प्रतयेक वरगी संसदेत संमत केला जाणारा अथ्वचवरयक तरततुदी असणारा कायदा. 
दरवरगी साधारणपणे फेरितुवारी मचहनयात अथ्वमंत्ी आगामी आचथ्वक वरा्वसाठी तरततुदी असणारे अथ्वसंकलप 

(Budget) सादर करतात. तयात आयकराचे दर सतुचवलेले असतात. संसदेने अथ्वसंकलप मंजूर केला की हे दर पतुढील 
वरा्वसाठी लागू होतात.

 आयकराचे दर प्रतयेक वरगीचया अथ्वसंकलपात चनशशचत केले जातात.  

आयकराचया संदिा्मतील बाबी :
 y करदाता (An assessee) : आयकर चनयमावलीमधये समाचवष्ट असलेलया चनयमांनतुसार जया वयक्तीने 

आयकर देणे अपचेक्षत आहे तया वयक्तीला ‘करदाता’ महणतात. 
 y शवततीय वष्म (Financial year) : जया एक वरा्वचया कालावधीत उतपन्न चमळवले जाते तया वरा्वला 

‘चवततीय वर्व’ असे महणतात. आपलया दिेात सधया 1 एचप्रल ते 31 माच्व हे चवततीय वर्व असते.
 y कर आकारणी वष्म (Assessment year) : चवततीय वरा्वचया लगतचया पतुढील चवततीय वरा्वस ‘कर 

आकारणी वर्व’ असे महणतात. चालू वरा्वत मागील चवततीय वरा्वसाठी कर आकारणी चनशशचत केली जाते. 

‘चवततीय वर्व’ व ‘संबंचधत कर आकारणी वर्व’ खाली नमूद केले आहे. 
आचथ्वक वर्व (Financial Year) संबचंधत कर आकारणी वर्व (Assessment Year)

2016-17 महणजे 01-04-2016 ते 31-03-17 2017-18
2017-18 महणजे 01-04-2017 ते 31-03-18 2018-19

 •  कायर खाते रिरांक (PAN) : प्रतयेक वयक्तीने अज्व केलयावर आयकर चवभागाकडून एक चवचिष्ट असा 
दहा अंकाक्षरातमक क्रमांक चदला जातो. तयास ‘कायर खाते रिरांक’ महणजे ‘Permanent Account Number 
(PAN)’ महणतात. अनेक महत्वाचया कागदपत्ांत आचण आचथ्वक  वयवहारांत हा क्रमांक नमूद करणे आवशयक 
असते.
  पॅनकाडा्वचा उपयोग : आयकर चवभागाकडे करभरणा 
करणयासाठीचे चलन, करचववरणपत् (ररटन्वचा फॉम्व)  इतर पत्वयवहार 
यांवर पॅन क्रमांक चलचहणे बंधनकारक असते. तसेच मोठे आचथ्वक 
वयवहार करताना पॅन नोंदवावा लागतो. अनेक वेळा पॅनकाडा्वचा 
उपयोग ओळखीचा पतुरावा (Identity proof) महणूनही होतो.
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आयकर आकारणी
आयकराची आकारणी उतपन्नावर होत असलयामतुळे उतपन्नाचे चवचवध स्ोत जाणणे आवशयक आहे.
उतपन्नाचे मतुखयतः पाच स्ोत आहेत :
(1) पगाराविारे चमळणारे उतपन्न. (2) घर चमळकतीतून चमळणारे उतपन्न.
(3) धंदा आचण वयवसायातून चमळणारे उतपन्न. (4) भांडवली नफयातून (Capital gain) चमळणारे उतपन्न.
(5) इतर स्ोतांतून चमळणारे उतपन्न.  
पगारदार वयक्तीचया आयकर गणनेसाठी महत्वाचया बाबी :
आयकराचे गणन करणयासाठी एकूण वाचर्वक उतपन्न चवचारात घेतले जाते. आयकर अचधचनयमांचया 80C,  

80D, 80G इतयादी कलमांना अनतुसरून एकूण वाचर्वक उतपन्नातून काही वजावट चमळते. ही वजावट करून उरलेलया 
उतपन्नाला करपात्र उतपन्न  महणतात. आयकराची आकारणी या उतपन्नावरच केली जाते.

कर आकारणीचे चनयम काही वेळा बदलले जातात, महणून प्रतयक्ष कर आकारणी करताना अद्यावत चनयम 
माहीत असणे आवशयक असते. 

करपात् उतपन्नापैकी ठरावीक मया्वदेपयांतचया रकमेवर कर आकारला जात नाही. या रकमेस करपात् उतपन्नातील 
रूळ सवलत रक्कर असे महणतात. 

 y िेतकऱयांना िेतमालाचया उतपन्नावर आयकरातून सूट असते. 
 y आयकर कलम 80 G अनवये पंतप्रधान मदतचनधी,  मतुखयमंत्ी मदतचनधी चकंवा मानयताप्राप् संसथांना 

देणगया चदलयास आयकरात 100% सूट चमळते. 
 y 80 D या कलमानवये आरोगयासाठीचया चवमा हपतयावर सूट चदली जाते.   
 y सामानयत: एकूण गतुंतवणतुकींवर 80C या कलमानवये  चवचवध प्रकारचया गतुंतवणतुकींपैकी जासतीत जासत 

1,50,000 रुपयांपयांत वजावट चमळते. 
2017-18 चया अथ्वसंकलपानतुसार जयाचंी वाचर्वक उतपन्नातून वजावट दाखवता येते अिा काही महत्वाचया 

गतुंतवणतुकी खालील आकृतीत दाखवलया आहेत :

चवचवध 
चनयमांनतुसार 

वाचर्वक उतपन्नातून 
वजावट 

राष्टट्ीय बचत प्रमाणपत् 
योजना (NSC)

गृह कज्व 
(मतुद्दल)

जनरल प्राॅशवहडंट फंड (G.P.F)

लोक भचवषय चनवा्वह 
चनधी (P.P.F)

िैक्षचणक ितुलक (2 मतुलांकररता) आरोगय चवमा 

जीवन चवमा Life insurance 
policy (LIP)

मतुलींसाठी असलेली सतुकनया  
समदृ्धी योजना 1.5 लाख

5 वराांकररता पोसटात 
केलेली गतुंतवणूक 

मयतुचयतुअल फंड (Mutual fund)

जाणून घेऊया.
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करदातयाचया वयानतुसार आयकराचे दर प्रतयेक वरगीचया अथ्वसंकलपात ठरवले जातात. 
उतपन्नाचया टपपयाप्रमाणे आयकराचे दर दि्ववणाऱया नमतुना सारणया खाली चदलया आहेत. 

सारणी I
60 वषाांपयांतचया वयक्ती

करपात् उतपन्नाचे टपपे
(रुपयांत)

प्राशप्कर 
(आयकर) चिक्षण उपकर 

माधयचमक व 
उच्च चिक्षण 

उपकर
2,50,000 पयांत करमतुक्त करमतुक्त करमतुक्त 

2,50,001 ते 5,00,000 5 टक्क े
(करपात् उतपन्न वजा अडीच लाख  यावर) 

आयकराचया  
2 टक्के 

आयकराचया  
1 टक्का

5,00,001 ते 10,00,000 ` 12,500 + 20 टक्के 
(करपात् उतपन्न वजा पाच लाख यावर) 

आयकराचया 
 2 टक्के 

आयकराचया 
 1 टक्का 

10,00,000 पेक्षा अचधक ` 1,12,500 + 30 टक्क े
(करपात्  उतपन्न वजा दहा लाख यावर) 

आयकराचया 
 2 टक्के 

आयकराचया  
1 टक्का 

(वाचर्वक उतपन्न 50 लाख रुपये ते एक कोटी रुपयांचया दरमयान असणाऱयांना आयकराचया 10 टक्के सरचाज्व 
आचण वाचर्वक उतपन्न एक कोटी रुपयांहून अचधक असणाऱयांना आयकराचया 15 टक्क ेसरचाज्व)

कृती : वरील सारणी (I) चे चनरीक्षण करा व खालील उदाहरणातील चौकटींत योगय संखया चलहा. 
उदा. • मेहता यांचे वाचर्वक उतपन्न साडेचार लाख रुपये आहे. तयांनी उतपन्नातून वजावट चमळणारी कोणतीही बचत 

केलेली नाही, तर तयांचे करपात् उतपन्न कोणतया टपपयात बसेल? 
• तयांना चकती रकमेवर चकती टक्के दराने आयकर भरावा लागेल ?  `     वर   दराने
• उपकर चकती रकमेवर आकारला जाईल? 

सारणी II
जयेष्ठ नागररक (वय वषषे साठ ते ऐंिी)

करपात् उतपन्नाचे टपपे
(रुपयांत)

प्राशप्कर 
(आयकर)

चिक्षण उपकर माधयचमक व 
उच्च चिक्षण 

उपकर
3,00,000 पयांत करमतुक्त करमतुक्त करमतुक्त 

3,00,001 ते 5,00,000 5 टक्क े
(करपात् उतपन्न वजा तीन लाख यांवर)

आयकराचया 2 
टक्के 

आयकराचया 1 
टक्का

5,00,001 ते 10,00,000 ` 10,000 + 20 टक्क े
(करपात् उतपन्न वजा पाच लाख यांवर) 

आयकराचया 2 
टक्क े

आयकराचया 1 
टक्का

10,00,000 पेक्षा अचधक ` 1,10,000 + 30 टक्के 
(करपात् उतपन्न वजा दहा लाख यांवर) 

आयकराचया 2 
टक्क े

आयकराचया 1 
टक्का

(वाचर्वक उतपन्न 50 लाख रुपये ते एक कोटी रुपयांचया दरमयान असणाऱयांना आयकराचया 10 टक्के सरचाज्व 
आचण वाचर्वक उतपन्न एक कोटी रुपयांहून अचधक असणाऱयांना आयकराचया 15 टक्क ेसरचाज्व)
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कृती : सारणी II वरून खालील कृती पणू्व करा. 
उदा.  श्ी. पंचडत यांचे वय 67 वरवे आहे. गेलया वरगी तयांचे वाचर्वक उतपन्न 13,25,000 रुपये होते. तर तयांचे करपात् 

उतपन्न चकती होते? तयांना चकती आयकर भरावा लागेल ?

13,25,000 - 10,00,000 = 3,25,000

महणून तयांना सारणीप्रमाणे 1,10,000 रुपये आयकर भरावा लागणार आहेच. चिवाय 3,25,000 रुपयांवर 

30%  महणजे 3,25,000  ´ 
30

100  =  रु. आयकर भरावा लागेल. 

महणजे आयकराची रक्कम  +   =  

देय आयकराचया 2% चिक्षण उपकर महणजे  ´ 
2

100 = . 

देय आयकराचया 1% माधयचमक व उच्च चिक्षण उपकर भरावा लागेल. महणजे  ́
1

100 =  

\ एकूण आयकर = आयकर + चिक्षण उपकर + माधयचमक व चिक्षण उपकर. 

             =   +  +    

         =  ` 2,13,725

सारणी III
अशत जयेष्ठ नागररक (वय वषषे ऐंिीपेक्ा अशधक)

उतपन्नाचे टपपे
(रुपयांत)

प्राशप्कर  
(आयकर) चिक्षण उपकर 

माधयचमक व 
उच्च चिक्षण 

उपकर
5,00,000 पयांत करमतुक्त करमतुक्त करमतुक्त 

5,00,001 ते 10,00,000
 20 टक्क े 

(करपात् उतपन्न वजा पाच लाख यावर) 
आयकराचया  

2 टक्के 
आयकराचया  

1 टक्का 

10,00,000 पके्षा अचधक
` 1,00,000 + 30 टक्के  

(करपात् उतपन्न वजा दहा लाख यावर) 
आयकराचया  

2 टक्के 
आयकराचया  

1 टक्का 
(वाचर्वक उतपन्न 50 लाख रुपये ते एक कोटी रुपयांचया दरमयान असणाऱयांना आयकराचया 10 टक्के सरचाज्व 

आचण वाचर्वक उतपन्न एक कोटी रूपयांहून अचधक असणाऱयांना आयकराचया 15 टक्के सरचाज्व)

 उपरिर :  80C, 80G, 80D या अचधचनयमांची माचहती चमळवा. 
    पॅनकाड्व पाहा तयावर कोणती माचहती असते तयाची नोंद करा. 
    रोकडरचहत (Cashless)  वयवहारासाठी वापरलया जाणाऱया मागा्वची माचहती चमळवा. 

वरील सारणया व वयक्तींना चमळणाऱया चवचवध सवलतींचा उपयोग करून आयकराचे गणन कसे करतात ते आपण 
पतुढील उदाहरणांवरून समजून घेऊ. 
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उदा (1) श्ी महात्े यांचे वय 50 वरवे आहे. तयांचे एकूण वाचर्वक उतपन्न 12,00,000 रुपये आहे. तयांनी खालीलप्रमाणे 
     गतुंतवणूक केली. 

(i) चवमा हप्ा : ` 90,000   (ii)   भचवषय चनवा्वह चनधी : ` 25,000
(iii) साव्वजचनक भचवषय चनवा्वह चनधी : ` 15,000 (iv)  राष्टट्ीय बचत प्रमाणपत् योजना : ` 20,000
यावरून आयकरासाठी मानय असणारी कपात, करपात् उतपन्न  व आयकर काढा. 

उकल : (1)   एकूण वाचर्वक उतपन्न =  12,00,000 रुपये आहे.
   (2)  80C नतुसार एकूण गतुंतवणूक 

गतुंतवणूक रक्कम (रुपय)े

(i)   चवमा हप्ा    90,000
(ii)  भचवषय चनवा्वह चनधी    25,000
(iii)  साव्वजचनक भचवषय चनवा्वह चनधी     15,000
(iv)  राष्टट्ीय बचत प्रमाणपत् योजना    20,000

एकूण 1,50,000

 चनयम  80C नतुसार आयकरासाठी जासतीत जासत 1,50,000 रुपयांची वजावट मानय असते. 

(3) \ करपात् उतपन्न  = [1] मधील रक्कम - [2] मधील रक्कम 

    = 12,00,000 - 1,50,000  = 10,50,000

(4)   श्ी. महात्े यांना भरावया लागणाऱया आयकराचे गणन सारणी (I) चया साहाययाने करू. 

  श्ी. महात्े यांचे करपात् उतपन्न = `10,50,000  महणजे दहा लाखांपके्षा अचधक आहे. 

 \ सारणी (I) नतुसार आयकर = ` 1,12,500 + 30%  (एकूण उतपन्न वजा दहा लाख यांवर 30%)

 \ 10,50,000 - 10,00,000 = 50,000

 \ आयकर  = 1,12,500 + 50,000 ´ 30
100

   =1,12,500 + 15,000

   = 1,27,500

 याचिवाय 2% चिक्षण उपकर आचण 1% माधयचमक व उच्चचिक्षण उपकर यांचाही समावेि करावा लागेल. 

                चिक्षण उपकर  = 1,27,500 ´ 
2

100 = 2550 रुपये

 माधयचमक व उच्चचिक्षण उपकर = 1,27,500 ´ 1
100   = 1275 रुपये 

 \ एकूण आयकर  = 1,27,500 + 2550 + 1275 = 1,31,325 रुपये 

 श्ी महाते् यांना भरावा लागणारा एकूण आयकर = 1,31,325 रुपये
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उदा (2) अहमदभाई हे 62 वराांचे जयेष्ठ नागररक एका कंपनीत नोकरी करतात. तयांचे एकूण वाचर्वक उतपन्न  
6,20,000 रुपये आहे. तयांनी साव्वजचनक भचवषय चनवा्वह चनधीमधये 1,00,000 रुपये गतुंतवले. तसेच चवमयाचा 
वाचर्वक हप्ा 80,000 रुपये भरला व मतुखयमंत्ीचनधीला 10,000 रुपये देणगी चदली, तर अहमदभाई यांनी चकती 
आयकर भरावा लागेल?

उकल : (1) एकूण वाचर्वक उतपन्न  =  6,20,000  रुपये
    (2) एकूण कपात (चनयम 80C प्रमाणे)

   (i) साव्वजचनक भचवषय चनवा्वह चनधी  =   1,00,000  रुपये
   (ii) चवमा  =     80,000 रुपये
                      1,80,000  रुपये   
   (iii) 80C नतुसार जासतीत जासत 1,50,000 रुपये कपात मानय. 

(3) मतुखयमंत्ी चनधीला चदलेली रक्कम (80 G प्रमाणे कपात) = 10000 रुपये.

(4)  करपात् उतपन्न  = (1) - [(2) + (3)]
    = 6,20,000 - [1,50,000 + 10000] 
    = 4,60,000  रुपये

सारणी (II) प्रमाणे करपात् उतपन्न तीन लाख ते पाच लाख रुपये या मया्वदेत आहे. 

        \ देय आयकर = (करपात् उतपन्न - 3,00,000)´ 5
100  

             = (4,60,000 - 3,00,000)´ 5
100    

   = 1,60,000 ´ 5
100  

   = 8000 रुपये

 चिक्षण उपकर हा आयकरावर आकारला जातो, महणून, 

      चिक्षण उपकर : 8,000 ´ 
2

100  = 160   माधयचमक व उच्चचिक्षण उपकर : 8,000´ 1
100  = 80

 \ एकूण आयकर  = 8000 + 160 + 80 = ` 8,240
\ अहमदभाई यांना एकूण 8240 रुपये इतका आयकर भरावा लागेल.

उदा (3) श्ीमती चहंदुजा यांचे वय 50 वरवे आहे.  तयाचंे करपात् उतपन्न 16,30,000 रुपये आहे. तर तयांना एकूण 
चकती आयकर भरावा लागेल ?

उकल :  श्ीमती चहंदुजा यांचे करपात् उतपन्न दहा लाखांपके्षा अचधक या गटात आहे. 

  आता आपण सारणी I वापरून तयांचया आयकराचे गणन करूया. 

  सारणी I प्रमाणे,  दहालाखांपके्षा अचधक उतपन्नासाठी, 

  आयकर = रु. 1,12,500 + (करपात् उतपन्न वजा दहा लाख यावर 30%)
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 श्ीमती चहंदुजा यांचे उतपन्न - दहा लाख = 16,30,000 - 10,00,000

   = 6,30,000 रुपये

 सारणी I वरून 

    देय आयकर  = 1,12,500 + 6,30,000 ´ 30
100

         = 1,12,500 + 30 ´ 6,300

          = 1,12,500 + 1,89,000

          = 3,01,500 रुपये

 यावर  1% माधयचमक व उच्चचिक्षण कर  = 1
100

 ´ 3,01,500 = ` 3015 

            2% चिक्षण कर = 
2

100  ´ 3,01,500  = ` 6030

       \ एकूण आयकर   = 3,01,500 + 3015 + 6030 

           = 3,10,545

\ एकूण भरावा लागणारा आयकर  3,10,545 रुपये

सरावसंच 6.2

(1)  खालील सारणीचे चनरीक्षण करा. सारणीमधये चदलेलया वयक्तींना चदलेलया करपात् उतपन्नावर आयकर भरावा 
लागेल चकंवा नाही ते चलहा. 

अ.क्र. वयक्ती वय करपात् उतपन्न (`) आयकर भरावा लागेल चकंवा नाही 
(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(v)

कु. चनचकता
श्ी कुलकणगी
श्ीमती मेहता
श्ी बजाज
श्ी डीचसलवहा

27
36
44
64
81

` 2,34,000
` 3,27,000
` 5,82,000
` 8,40,000
` 4,50,000

(2) श्ी कता्वरचसंग (वय 48 वरवे) खाजगी कंपनीत नोकरी करतात. योगय भतते वगळून तयांचा माचसक पगार  
42,000 रुपये आहे. ते भचवषय चनवा्वह चनधी खातयात  दरमहा 3000 रुपये गतुंतवतात. तयांनी 15,000 रुपयांचे     
राष्टट्ीय बचत प्रमाणपत्  घेतले आहे व  तयांनी 12000 रुपयांची देणगी पंतप्रधान मदत चनधीला चदली आहे, तर 
तयांचया आयकराचे गणन करा.
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संकीण्म  प्रशनसंग्रि 6
(1)  खालीलपैकी योगय पया्वय चनवडा.
  (i) चवचवध प्रकारचया गतुंतवणतुकींपैकी 80 C कलमांनतुसार आयकर गणनेसाठी जासतीत जासत चकती रुपये   

 वजावट चमळते ?
   (A) दीड लाख रुपये     (B) अडीच लाख रुपये     (C) एक लाख रुपये     (D) दोन लाख रुपये
  (ii)  एका वयक्तीने 2017-18 मधये चमळवलेलया उतपन्नाचे कर आकारणी वर्व खालीलपैकी कोणते ?
   (A) 2016-17    (B) 2018-19    (C) 2017-18    (D) 2015-16   
(2)   श्ी िेखर उतपन्नाचया 60% खच्व करतात. तयानंतर उरलेलया उतपन्नातून 300 रुपये अनाथाश्माला देणगी 

देतात तेवहा तयांचयाकडे 3,200 रुपये उरतात, तर तयांचे उतपन्न काढा. 
(3)   श्ी चहरालाल यांनी 2,15,000 रुपये मयतुचयतुअल फंडामधये गतुंतवले. तयाचे 2 वराांनी तयांना 3,05,000 रुपये 

चमळाले. श्ी रमचणकलाल यांनी 1,40,000 रुपये 8% दराने चक्रवाढ वयाजाने 2 वराांकररता बँकेत गतुंतवले. 
तर प्रतयेकाला झालेला िेकडा फायदा काढा. कोणाची गतुंतवणूक अचधक फायदेिार झाली? 

(4)   एका बचत खातयामधये वरा्वचया सतुरुवातीला 24,000 रुपये होते. तयामधये 56,000 रुपयांची भर घातली व ती 
सव्व रक्कम 7.5% दराने चक्रवाढ वयाजाने बँकेत गतुंतवली. तर 3 वराांनंतर एकूण चकती रक्कम परत चमळेल? 

(5)   श्ी मनोहर यांनी आपलया उतपन्नाचा 20% भाग आपलया मोठ्ा मतुलाला आचण 30% भाग  धाकट्ा मतुलास 
चदला. नंतर उरलेलया रकमेचया 10% रक्कम देणगी महणून िाळेला चदली. तेवहा तयांचयाकडे 1,80,000 रुपये 
उरले. तर श्ी मनोहर यांचे उतपन्न काढा. 

(6*) कैलासचा उतपन्नाचया 85% इतका खच्व होत असे. तयाचे उतपन्न 36% वाढले तेवहा तयाचा खच्व पवूगीचया 
खचा्वचया 40% वाढला. तर तयाची आता होणारी िेकडा बचत काढा.

(7*)  रमेि, सतुरेि आचण प्रीती या चतघांचेही एकूण वाचर्वक उतपन्न 8,07,000 रुपये आहे. ते चतघे आपलया 
उतपन्नाचा अनतुक्रमे 75%, 80% आचण 90% भाग खच्व करतात. जर तयांचया बचतींचे गतुणोततर  
16 : 17 : 12 असेल तर प्रतयेकाची वाचर्वक बचत काढा. 

(8)   खालील वयक्तींचे देय आयकराचे गणन करा. 
 (i)  श्ी कदम याचं ेवय 35 वरवे असनू तयांचे करपात् उतपन्न 13,35,000 रुपय ेआहे. 
 (ii)  श्ी खान यांचे वय 65 वरवे असून तयांचे करपात् उतपन्न 4,50,000 रुपये आहे. 
 (iii)  कु. वरा्व (वय 26 वरवे) यांचे करपात् उतपन्न 2,30,000 रुपये आहे. 

 ���

भारत सरकारचया www.incometaxindia.gov.in या वेबसाइटला भेट द्ा.  तया 
साइटवरील incometax calculator या मेनयू वर शलिक करा. येणाऱया  फॉम्वमधये कालपचनक 
उतपन्न आचण वजावटीचया कालपचनक  रकमा चलहून आयकराची रक्कम काढणयाचा प्रयतन 
करा.  

ICT Tools or Links
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7 सांबखयकी

जरा आठवूया.

 मागील इयततांमधये आपण साधा सतंभालेख व जोडसतंभालेख कसे काढायचे हे पाचहले आहे. तसेच वत्वमानपते्, 
माचसके, दूरदि्वन इतयादी माधयमांतून चवचवध आलेख पाहून तयांची माचहती चमळवली आहे.

माचहतीचया सवरूपाप्रमाणे तया माचहतीचे योगय सादरीकरण करणारा आलेख काढता येणे महत्वाचे असते. 
उदा.  एका िेतकऱयाला तयाचया िेतातून गहू व जवारी या दोन चपकांचे तीन वराांत चमळालेले उतपादन दि्ववणारा  
जोडसतंभालेख काढून दाखवला आहे. तयावरून पतुढील प्रशनांची उततरे चलहा. 

• जोडसतंिालेख • प्रा्थशरक व दुययर सारग्री
• शविाशजत सतंिालेख • अवगतीकृत व वगतीकृत वारंवारता शवतरण सारणी
• ितरान सतंिालेख • संशचत वारंवारता सारणी

• रधय, रधयक आशण बहुलक (अवगतीकृत सारग्रीसाठी)

(i) तीन वराांमधय े कोणतया धानयाचे
उतपादन सतत वाढले?

(ii)  2012 मधये 2011 पेक्षा जवारीचे 
उतपादन चकती कमी झाले?

(iii)  2010 मधील गवहाचे उतपादन
व 2012 मधील गवहाचे उतपादन
यांतील फरक चकती?

(iv)  या आलेखातील माचहतीवरून
खालील सारणी पणू्व करा.

20
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x-अक्ष

y-अक्ष
प्रमाण
y-अक्षावर 1 सेमी = 10 श्वंटल

गहू

जवारी
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गहू जवारी     एकूण उतपादन

2011
2012 48 12 60

उतपादन (श्वंटल)
वर्व

चला, शिकूया.
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जाणून घेऊया.

   शविाशजत सतंिालेख (Sub-divided bar diagram)

जवारीगहू

y-अक्ष

वरवे

प्रमाण
 y-अक्षावर 1 सेमी = 5 श्वंटल
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सामग्रीतील माचहतीची ततुलना दि्ववणारा सतंभालेख 
वेगळ्ा पद्धतीनेही काढता येतो. तयाला चवभाचजत 
सतंभालेख महणतात. तयासाठी सामग्रीतील एकाच 
प्रकारचया दोन बाबींचया बेरजा करतात, आलेलया 
बेरजा योगय प्रमाण घेऊन सतंभांनी दि्ववतात, सतंभांचे 
प्रतयेक बाब दि्ववणारे प्रमाणबद्ध भाग करतात. मागील 
उदाहरणातील माचहती दि्ववणारा चवभाचजत सतंभालेख 
कसा काढायचा हे पाहू. 

(i)  एकूण उतपादनाएवढी प्रतयेक सतंभाची उंची 
योगय प्रमाणाने दाखवावी. 

(ii)   तयामधये गवहाचे उतपादन हा एकूण 
उतपादनाचया सतंभाचा एक भाग असेल. तो 
काही खतुणेने दि्ववावा. 

(iii) सतंभाचा राचहलेला भाग हा साहचजकच 
जवारीचे उतपादन दाखवेल. तो वेगळ्ा 
खतुणेने दि्ववावा.

या रीतीने िेजारी काढलेला चवभाचजत सतंभालेख पाहा. 
 दोन बाबींची ितमानाने केलेली ततुलना कधी कधी जासत उपयोगी असते, हे आपण अभयासले आहे. उदाहरणाथ्व, 
2000 रुपयांवर 600 रुपये नफा आचण 1500 रुपयांवर 510 रुपये नफा, यांत 600 रुपये नफा हा जासत चदसतो. 
पण दोनही नफयांची अनतुक्रमे 30% आचण 34% ही ितमाने लक्षात घेतली, तर 1500 रुपयांवर 510 रुपये नफा हा 
वयवहार अचधक फायदेिीर आहे, हे लक्षात येते. 

ितरान सतंिालेख (Percentage bar diagram)

वर्व गवहाचे 
उतपादन 
(श्वं.)

जवारीचे 
उतपादन
 (श्वं.)

एकूण उतपादनाचया 
प्रमाणात गवहाचया 
उतपादनाचे ितमान

2010 30 10  30
40

 ´ 100 = 75%

2011 35 15 35
50

 ´ 100 = 70%

2012 48 12 48
60

 ´ 100 = 80%           

चदलेलया माचहतींची ततुलना वेगळ्ा प्रकारे 
समजणयासाठी चदलेली माचहती ितमानांत 
रूपांतररत करून जो चवभाचजत सतंभालेख 
काढतात, तयाला ितमान सतंभालेख महणतात. 
मागील उदाहरणांतील माचहतीची ितमाने 
िेजारील सारणीत काढून दाखवली आहेत.
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ही माचहती दि्ववणारा सतंभालेख खालील पायऱयांनी 
काढला आहे.

(i) प्रतयेक वरा्वतील गहू व जवारीचया एकूण   
  उतपादनात असलेले गवहाचया उतपादनाचे व  
  जवारीचया उतपादनाचे ितमान काढले.

(ii) प्रतयेक सतंभाची Y-अक्षावरील उंची प्रमाणाने  
100 घेतली. 

(iii)  गवहाचया उतपादनाचे एकूण उतपादनािी 
असलेले ितमान, घेतलेलया प्रमाणाने 
सतंभाचा भाग खतुणा करून दि्ववले. 

(iv) सतंभाचा उरलेला भाग हा एकूण उतपादनातील 
जवारीचे ितमान दि्ववतो.

दोनपेक्षा अचधक बाबींची माचहती ही चवभाचजत 
चकंवा ितमान सतंभालेखाने दि्ववता येते.
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प्रमाण
 y-अक्षावर 2 सेमी = 10 श्वंटल

गहू जवारी

सोडवलेली उदािरणे 

उदा (1)   िेजारी ितमान सतंभालेख चदला 
आहे. तयामधय े दोन कुटुंबांची चवचवध 
बाबींवरील खचाांची माचहती चदली आहे. 
तयावरून खालील प्रशनांची उततरे चलहा.

 (i) प्रतयेक कुटुंबाचया चवचवध 
बाबींवरील खचाांची ितमाने चलहा.

(ii)  कोणतया कुटुंबाचा अन्नधानयाचा 
खच्व तयाचया एकूण खचा्वचया 
प्रमाणात जासत आहे? चकती 
टककयांनी जासत आहे?

(iii) दोनही कुटुंबा ंचया इतर खचाांची 
टक्केवारी चकती चकती आहे?

(iv) कोणतया कुटुंबाचया वीजखचा्वची 
टक्केवारी जासत आहे ? 

(v)  कोणतया कुटुंबाचया चिक्षणखचा्वची 
टक्केवारी जासत आहे?

y-अक्ष

x-अक्षकुटुंब A कुटुंब B

20

30

40

50

60

70

80

90

100

10

प्रमाण
 y-अक्षावर   1सेमी = 10%

इतर

अन्नधानय
चिक्षण

वीज

कपडालतता

ख
च्व 

%



111

उकल :  (i)
अन्नधानय कपडालतता निक्ण वीज इतर

A 60% 10% 10% 5% 15%
B 50% 15% 15% 10% 10%

(ii)  कुटुंब A चा अन्नधानयाचा खच्ग एकूण खचा्गचया प्रमाणात कुटुंब B  चया खचा्गपेक्ा 10% जासत आहे.
(iii) कुटुंब A चा इतर खच्ग 15% आनण कुटुंब B चा इतर खच्ग 10% आहे.
(iv) कुटुंब B चया वीजखचा्गचे ितमान जासत आहे.    (v) कुटुंब B चया निक्णखचा्गचे ितमान जासत आहे. 

सरावसंच 7.1

कुटुंब खच्ग

(1) खालील सारणीमधये भारतातील ट्रक व बस यांची 
जवळचया पूण्ग लाखांतील संखया खाली निली 
आहे. तयावरून ितमान सतंभालेख काढा. 
(ितमाने जवळचया पूणाांकापयांत घया.)

वर्ग ट्रकची संखया बसची संखया 
2006-2007

2007-2008

2008-2009

2009-2010

47

56

60

63

9

13

16

18

(2) खालील सारणीमधये  भारतातील पककया रसतयांची  
 व कचचया रसतयांची मानहती  निली आहे. तयावरून 
 नवभानजत व ितमान सतभंालेख काढा. (ितमाने  
 जवळचया पूणाांकापयांत घया.) 

वरषे पक्के रसते 
(लक् नकमी)

कच्े रसते 
(लक् नकमी)

2000-2001

2001-2002

2002-2003

2003-2004

14

15

17

20

10

11

13

19

 कृ्ती : खालील सारणीमधये नवनवध राजयांतील प्रतयेक 1000 मुलगयांमागे असणारी मुलींची संखया निली आहे.   
  तयावरून निलेलया सारणीमधील ररकामया चौकटी भरा. 

राजये मुलगयांची 
संखया

मुलींची 
संखया                 

एकूण मुलगयांचे ितमान 
(जवळचया पूणाांकापयांत)

मुलींचे ितमान 
(जवळचया पूणाांकापयांत)

आसाम 1000 960                  1960 1000
1960

100
1

51 03× = . % = 51% 100 - 51 = 49%                   

नबहार 1000 840 1840        

पंजाब 1000 900      

ककेरळ 1000 1080  

   महाराष््र 1000 900             

  सारणीवरून नमळालेलया मानहतीचा ितमान सतंभालेख काढा. तयावरून ननषकर्ग काढून चचा्ग करा. 
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पृष्ठ क्रमांक 111 वरील कृतीसाठी चदलेलया सारणीत पाच राजयातील दर हजार 
मतुलगयांमागे असलेली मतुलींची संखया चदली आहे.

तयाच राजयांतील साक्षरतेचे प्रमाण खाली चदले आहे. 
आसाम (73%), चबहार (64%), पंजाब (77%), केरळ (94%) व महाराष्टट्  (83%)
सारणीतील मतुलींची संखया आचण तया तया राजयातील साक्षरतेचे प्रमाण यांचा चवचार करा. तयावरून काही चनषकर्व 
चमळतो  का?

चला, चचा्म करूया.

 पतुढील माचहती दि्ववणयासाठी कोणतया प्रकारचा सतंभालेख काढणे योगय ठरेल ?
 (1) चार गावांमधील साक्षरांचे िेकडा प्रमाण.
 (2) एका कुटुंबाचा चवचवध घटकांवर होणारा खच्व. 
 (3) पाच ततुकड्ांपैकी प्रतयेक ततुकडीतील मतुलगे व मतुली यांचया संखया. 
 (4) तीन चदवस चाललेलया  चवज्ान प्रदि्वनाला रोज भेट देणाऱया वयक्तींची संखया. 
 (5) जानेवारी ते जून या प्रतयेक  मचह नयातील ततुमचया  गावाचे  कमाल व चकमान तापमान. 
 (6) दुचाकी चालवताना हेलमेट वापरणाऱया आचण न वापरणाऱया 100 कुटुंबांतील वयक्तींची संखया

जाणून घेऊया.

  सांबखयकी (Statistics)

 एखाद्ा मोठ्ा समूहाचा अभयास करणयासाठी तयातील काही घटकांचा पतुरेसा लहान गट यादृशचछक पद्धतीने 
चनवडतात. हा मोठ्ा गटाचा प्राचतचनचधक गट असतो. या प्राचतचनचधक गटाची अभयासासंबंचधत माचहती जमा करतात. 
ही माचहती बहुतािं वेळा सांशखयक सवरूपात असते. चतचे चवशलेरण करून काही चनषकर्व काढतात. या प्रकारचया 
अभयासाला साशंखयकी (statistics) असे नाव आहे.

Statistics हा िबद status या लचॅटन िबदापासून तयार झाला आहे. याचा अथ्व राजयातील शसथती असा होतो. 
यावरून पवूगी साशंखयकी हे िासत् राजयाचया प्रिासकीय वयवहारािी संबचंधत होते असे चदसते. परंततु सधया या िासत्ाचा 
उपयोग सव्वच क्षेत्ांत केला जातो.  सर रोनालड ऐलरर शफिर (Sir Ronald Aylmer Fisher) (17 फरेितुवारी 
1890 - 29 जतुलै 1962) हानंा संखयािासत्ाचे जनक मानतात.

  राशितीचे संकलन (Data collection)

चिचक्षका : एका गावातील प्रतयेक कुटुंबाकडे चकती िेती आहे ही माचहती संकचलत करायची आहे, काय कराल?
राॅबट्व : गावातील प्रतयेक घरी जाऊन प्रतयेकाकडे चकती िेती आहे याची नोंद करू.
चिचक्षका : अगदी बरोबर, चवद्ाथगी चमत्ांनो एखाद्ा चवचिष्ट समूहाचवरयी आपण जी माचहती एकत् करतो ती 

प्रामतुखयाने संखयांचया सवरूपात असते. चतला सामग्री महणतात. सामग्री संकचलत करणयापूवगी ती 
आपण किासाठी वापरणार आहोत हे माहीत असायला हवे. जर एखाद्ा वयक्तीने माचहती घेणयाचया 
चठकाणी जाऊन प्रशन चवचारणे, मोजदाद करणे इतयादी प्रकारे सामग्रीचे संकलन केले तर तया 
सामग्रीला प्राथचमक सामग्री महणतात.

शवचार करूया.
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अाफरीन : महणजेच राॅबट्वने सांचगतलयाप्रमाणे प्रतयके घरी जाऊन िेतीची संकचलत केलेली माचहती ही प्राथचमक 
सामग्री राहील.

चिचक्षका : िाबबास आफरीन !
रमेि : परंततु वरील माचहती अगदी कमी वेळात संकचलत करायची असेल तर ? 
चिचक्षका : रमेिचे महणणे बरोबर आहे. तर  अिा वेळी माचहती संकलनाचा दुसरा उपाय काय असेल यावर  

चवचार करा.
केतकी : आपण तलाठी काया्वलयात जाऊन तयांचयाकडील उपलबध नोंदींवरून िेतीची माचहती संकचलत 

करू िकतो.
चिचक्षका : बरोबर, काही पररशसथतीत वेळेची उपलबधता, साधनांचा अभाव अिा कारणांमतुळे सामग्रीचे संकलन 

वयशक्ति: करणे िकय होत नाही. अिा वेळी इतरांनी संकचलत केलेली सामग्री, काया्वलयीन 
दसतऐवजांत प्रचसद्ध झाालेली सामग्री, सरकारी चवभागांतील उपलबध माचहती, िोध चनबंध, या 
सवरूपांत असलेली सामग्री वापरतात. अिा सामग्रीला दुययम सामग्री असे महणतात. महणजेच 
केतकीने सतुचवलयानतुसार तलाठी काया्वलयात जाऊन िेतीची संकचलत केलेली माचहती ही दुययम 
सामग्री होय.

खालील उदाहरणे पाहा.
(i) वत्वमानपत्ातील माचहती वापरून केलेला तक्ता ही दुययम सामग्री होईल. 
(ii) उपाहारगृहात पदाथाांचा दजा्व समजणयासाठी ग्राहकांना तयांचे अचभप्राय चवचारून चमळवलेली माचहती, ही  

 प्राथचमक सामग्री होईल. 
(iii) वगा्वतील चवद्ाथयाांचया उंचींची प्रतयक्ष मोजून केलेली नोंद, ही प्राथचमक सामग्री होईल.

प्रा्थशरक सारग्री दुययर सारग्री

1.  संकलन करणयास जासत वेळ लागतो.   
2.  अद्यावत व तपिीलवार असते. 
3.  अचूक आचण चवशवसनीय असते. 

1.  तवररत उपलबध होऊ िकते.
2.  हामधये पूवगी संकचलत केलेली माचहती  घेतलयामतुळे 

ती अद्यावत असतेच असे नाही. माचहतीचा 
तपिील ्वचचत कमी पडतो. 

3.  ही कमी चवशवसनीय असू िकते. 

कृती ः ततुमही अनेक वेळा वेगवेगळ्ा कारणांसाठी माचहती गोळा करता; अिी 3 ते 4 उदाहरणे घेऊन   
    गोळा केलेली सामग्री प्राथचमक आहे की दुययम आहे यांवर चचा्व करा. 

सरावसंच 7.2

(1)  खालीलप्रमाणे गोळा केलेलया सामग्रीचे प्राथचमक सामग्री चकंवा दुययम सामग्री यामधये वगगीकरण करा.
 (i) प्रतयक्ष वगा्वत जाऊन िाळेतील प्रतयेक वगा्वतील चवद्ाथयाांची हजेरीची माचहती गोळा केली.
 (ii) प्रतयेक चवद्ाथया्वचया उंचीची माचहती वररष्ठ काया्वलयास तातडीने पाठवायची असलयाने िाळेतील 

िारीररक चिक्षण चवभागातील नोंदींवरून माचहती गोळा केली.
 (iii) नांदपूर येथील प्रतयेक कुटुंबातील िालाबाह चवद्ाथयाांची माचहती प्रतयक्ष घरी जाऊन गोळा केली.
 (iv) चवज्ान प्रकलपासाठी प्रतयक्ष जंगलात जाऊन झाडांची पाहणी करून माचहती गोळा केली.
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जरा आठवूया.

सारग्रीचे वगतीकरण (Classification of data)
उदा (1) एका िाळेतील इयतता 9 वीचया 50 चवद्ाथयाांनी प्रथम घटक चाचणीत गचणतात 20 पैकी चमळवलेले 

गतुण खालीलप्रमाणे आहेत.
20,  6,  14, 10, 13, 15, 12, 14, 17, 17, 18, 11, 19, 9,  16, 18, 14, 7, 17, 20, 
8,  15,  16, 10, 15, 12, 18, 17, 12, 11, 11, 10, 16, 14, 16, 18, 10, 7, 17, 14, 
20, 17, 13, 15, 18, 20, 12, 12, 15, 10
येथे संकचलत केलेलया संखयातमक माचहतीस काय महणतात ?...... कच्ची सामग्री. 
यातील प्रतयेक संखयेला काय महणतात?....... प्राप्ांक. 
वरील माचहतीवरून  खालील प्रशनांची उततरे चमळवा.
(i)  15 गतुण चमळवणारे एकूण चवद्ाथगी चकती ?   (iv) सवाांत कमी गतुण चकती आहेत?
(ii)  15 गतुणांपके्षा जासत गतुण चमळवणारे एकूण चवद्ाथगी चकती? (v) सवाांत जासत गतुण चकती आहेत?
(iii)  16 गतुणापके्षा कमी गतुण चमळवणारे एकूण चवद्ाथगी चकती ?

चला, चचा्म करूया.

(1)  ततुमहांला वरील प्रशनाचंी उततरे अगदी सहजपणे चमळाली की प्रतयेक वेळी गतुणांचे चनरीक्षण करावे लागले? 
(2) वरील कामात सतुलभता येणयासाठी काय करता येईल ?

 िमीम :  वरील उततरे प्रतयेक वेळी चनरीक्षणातून चमळत असलयामतुळे हे काम चकचकट व कंटाळवाणे झाले 
आहे, परंततु चदलेली कच्ची सामग्री चढतया चकंवा उतरतया क्रमाने  चलचहलयास या कामात सतुलभता 
येऊ िकेल.

िमीमचया महणणयानतुसार सामग्रीतील गतुण चढतया क्रमाने चलहू.
6, 7, 7, 8, 9, 10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 12, 12, 12, 12, 12, 13, 13,  
14, 14, 14, 14, 14, 15, 15, 15, 15, 15, 16, 16, 16, 16, 17, 17, 17, 17, 17, 17,  
18, 18, 18, 18, 18, 19, 20, 20, 20, 20
माचहती चढतया क्रमाने चलचहलयावर उदा 1 मधील पाचही प्रशनाचंी उततरे सतुलभतेने चमळतात काय? याचा 

पडताळा घया.
पडताळ्ावरून हे सपष्ट होईल की सामग्री चढतया क्रमाने मांडलयामतुळे पाचही प्रशनांची उततरे अगदी सहज 

चमळतात.

जरा आठवूया.

माटगीन  : सामग्री सारणी सवरूपात मांडूनसतुद्धा वरील कामात अचधक सतुलभता आणता येते, हे आमही मागील 
इयततेत अभयासले आहे. या सारणीला वारंवारता चवतरण सारणी महणतात.

चिचक्षका  :  माटगीन, अगदी बरोबर ! आता ही सारणी आधीचेच उदा. 1 चया आधारे तयार करा.
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उदाहरण (1) मधये सवाांत कमी गतुण 6 आहेत आचण सवाांत जासत गतुण 20 आहेत. महणून सारणीमधये प्राप्ांकांचया 
सतंभात 6 ते 20 प्राप्ाकं चलहा. दुसऱया सतंभात ताळ्ाचया खतुणा करून िेवटचया सतंभात खतुणा मोजून  
वारंवारता चलहा.

वारंवारता चवतरण सारणी
  प्राप्ाकं (गतुण)      ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता (f)(चवद्ाथगी संखया) 

6 | 1
7 || 2
8
9

10 ||||| 5

11
12
13
14
15
16
17 |||||  | 6

18
19
20 |||| 4

एकूण N = 50

     N ही सव्व वारंवारतांची बेरीज आहे.

चला, चचा्म करूया.

 वगतीकृत वारंवारता शवतरण सारणी (Grouped frequency distribution table)

वरील वारंवारता चवतरण सारणीमधये,
(1) ही सारणी खूप मोठी झाली असे वाटते काय?
(2) जेवहा सामग्रीतील प्राप्ाकंांची संखया जासत असेल तेवहा ही सारणी तयार करणे कठीण होईल काय?
चिचक्षका : वरील चचवेवरून लक्षात आले की, जेवहा सामग्रीतील प्राप्ांकाची संखया जासत असते तेवहा वारंवारता 

चवतरण सारणीचा चवसतार मोठा होतो. ती तयार करणयास खूप वेळ लागतो. सारणीचा चवसतार आचण 
वेळ कमी करणयासाठी काही उपाय सतुचवता येतील काय?

रोचहत : अिा वेळी सामग्रीचे गट पाडावेत.
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निनक्का : िाबबास रोनहत, सामग्ीचे गट पाडले महणजेच वग्ग तयार ककेले तर ती सामग्ी आटोपिीर होऊन वेळही 
कमी लागेल.अिा सारणीलाच वगगीकृत वारंवारता नवतरण सारणी महणतात.

ही सारणी िोन पद्धतींनी मांडता येते. (1) समाविेक पद्धती व   (2) असमाविेक पद्धती

  (1) समावेशक पद्ध्ती (खंडि्त वग्ग) (Inclusive method)
6, 7, 7, 8, 9, 10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 12, 12, 12, 12, 12, 13, 13,  
14, 14, 14, 14, 14, 15, 15, 15, 15, 15, 16, 16, 16, 16, 17, 17, 17, 17, 17, 17,  
18, 18, 18, 18, 18, 19, 20, 20, 20, 20
 वरील सामग्ीमधये सवा्गत लहान प्रापांक  व सवाांत मोठा प्रापांक   आहे. सवाांत मोठ्ा आनण 

सवाांत लहान प्रापांकांतील फरक 20 - 6 = 14 आहे. या फरकालाच सामग्ीचा डवस्तार असे महणतात. हा नवसतार 
लक्ात घेऊन सामग्ीचे सोईसकर असे कोणते वग्ग तयार करता येतील ? 

(i) 6  ते 8,  9 ते 11, 12 ते 14, 15 ते 17, 18 ते 20 नकंवा
(ii) 6 ते 10, 11 ते15, 16 ते 20 असे वग्ग करता येतील.  

 
6 ते 10, 11 ते15 आनण 16 ते 20 हे वग्ग घेऊन वरील सामग्ीची वारंवारता नवतरण सारणी तयार करू.

वगगीकृत वारंवारता सारणी (समाविेक पि् धती)

वग्ग ताळ्ाचया खुणा वारंवारता (f) (नवद्ार्गी संखया)

 6 ते 10 ||||| ||||| 10

11 ते 15 ..... .....
16 ते 20 ..... 20

N =  50

     ही सारणी तयार करताना 6, 10 आनण तयांमधील सव्ग प्रापांकांचा 6 ते 10 या वगा्गत समाविे झाला महणून 
सारणी  तयार  करणयाचया या पद्धतीला समावेिक पद्धती महणतात. 6 ते 10, 11 ते 15, 16 ते 20 या वगाांना  
खनंडत वग्ग महणतात.        

जाणून घेऊया.

  सांख्यकीमधील काही संज्ा (Basic terms in statistics)

(1)  वग्ग (Class) : प्रापाकंाचया सोईसकर आकाराचया गटांना वग्ग असे महणतात. 
   6 ते 10, 11 ते15  हे वग्ग 6-10, 11-15 असेही नलनहतात.
(2)  वग्गमया्गदा (Class limits) : वग्ग िि्गवणाऱया संखयांना वग्गमया्गिा महणतात.
  6 ते 10 या वगा्गची 6 ही खालची वग्गमया्गिा व 10 ही वरची वग्गमया्गिा आहे. 
(3)  वारंवार्ता (Frequency) : प्रतयेक वगा्गत जेवढे प्रापांक येतात, तया प्रापांकाचया एकूण संखयेस तया   

 वगा्गची वारंवारता महणतात. 
  वरील सारणीत 11 ते 15 या वगा्गत 20 प्रापांक येतात. 11 ते 15 या वगा्गची वारंवारता  

 20 आहे असे महणतात.
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4.  वगाांतर शकंवा वग्मअवकाि (Class width) :  अखचंडत वग्व चदले असताना लगत येणाऱया दोन वगाांचया 
खालचया (चकंवा वरचया) मया्वदांतील फरकाला वगाांतर असे महणतात.

 उदा.  5 - 10, 10 - 15, 15 - 20,  ......  असे वग्व असलयास, 5-10 चे वगाांतर = 10 - 5 = 5 आहे.

5.  वग्मरधय (Class mark) : वगा्वचया खालचया व वरचया वग्वमया्वदेचया सरासरीस वग्वमधय महणतात.

 वग्वमधय  =  
खालची वग्वमया्वदा + वरची वग्वमया्वदा  2    

 उदा. 11 ते 15 या वगा्वचा वग्वमधय  =       +    
2    

= 
26
2  = 13

            
  (2) असरावेिक पद्धती (अखंशडत वग्म) (Exclusive method)

उदा.    6,   10,   10.3,   11,   15.7,   19,   20,   12,   13 हे प्राप्ांक चदले आहेत. 
 6-10, 11-15, 16-20 असे वग्व घेऊन याची वगगीकृत वारंवारता सारणी तयार करा.
उकल :

वग्व (प्राप्ाकं) ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता (f)
6-10 || 2

11-15 ||| 3

16-20 || 2

  वरील सारणीत चदलेलया प्राप्ाकंांपैकी 10.3 व 15.7 हे दोन प्राप्ांक समाचवष्ट करता आले नाहीत. 
 कारण 10.3, 15.7 हा संखया 6-10, 11-15, 16-20 हापैकी कोणतयाही वगा्वत समाचवष्ट होत 
नाहीत. याकररता वग्वरचना बदलावी लागेल. महणून हे वग्व 5-10, 10-15, 15-20, ........ याप्रमाणे सलग 
चलचहलयास वरील प्रशन चनमा्वण होणार नाही. परंततु 10 या प्राप्ाकंांची नोंद 5-10, 10-15 यांपैकी कोणतया वगा्वत 
करायची हा प्रशन चनमा्वण होतो. ही अडचण दूर करणयासाठी 10 हा प्राप्ाकं 5-10 या वगा्वत न घेता 10-15 या 
वगा्वत समाचवष्ट करावा असा संकेत मानतात. महणून 10 ची नोंद 10-15 या वगा्वत होईल. या पद्धतीला असमाविेक 
पद्धती महणतात. अिा प्रकारे वग्व घेतलयामतुळे 10.3 व  15.7 या संखयांचा सारणीमधये समावेि करता आला. 

आता याप्रमाणे वग्व घेऊन आचण संकेत पाळून तयार केलेली सारणी पाहा. 

वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी (असराविेक पद्धती)

वग्व (अखंचडत) 
 गतुण

 ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता (f) 
(चवद्ाथगी संखया)

  5-10 | 1
10-15   ||||| 5

         15-20 || 2
20-25 | 1
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(1)   20 ते 25 या वगा्वची खालची व वरची मया्वदा  चलहा.

(2)  35 ते 40 या वगा्वचा वग्वमधय काढा.

(3*) एका वगा्वचा मधय 10 असून वग्वअवकाि 6 आहे, तर ताे वग्व कोणता ?

(4)   खालील सारणी पणू्व करा.
    

वग्व (वय वरवे) ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता ( f ) (चवद्ाथगी संखया)
12-13 |||||

13-14 ||||| ||||| ||||

14-15
15-16 ||||

N=∑f = 35
  

(5)  एका िाळेचया हररतसेनेतील 45 चवद्ाथयाांपैकी प्रतयेकाने केलेलया वृक्षारोपणाची संखया खाली चदली आहे.
 3, 5, 7, 6, 4, 3, 5, 4, 3, 5, 4, 7, 5 , 3, 6, 6, 5, 3, 4, 5, 7, 3, 5, 6, 4, 4, 3,  

5, 6, 6, 4, 3, 5, 7, 3, 4, 5, 7, 6, 4, 3, 5, 4, 4, 7.
 यावरून अवगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी तयार करा.

(6)  p ची 50 दिांि सथळांपयांत चकंमत खाली चदलेली आहे.
     3.14159265358979323846264338327950288419716939937510
     यावरून दिािं चचनहानंतरचया अंकांची अवगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी तयार करा. 

असमावेिक पद्धती (अखचंडत वग्व)
उंची (सेमी) चवद्ाथगी संखया
145-150 18
150-155 27
155-160 3

समावेिक पद्धती (खंचडत वग्व)
बतुटाचा क्रमांक चवद्ाथगी संखया

2-4 12
 5-7 29

 8-10 7

वगगीकृतअवगगीकृत
इयतता नववीतील
चवद्ाथयाांची वये

चवद्ाथयाांची
संखया

14 12

15 23

16 10

वारंवारता चवतरण सारणी

िे लक्ात ठेवूया.

सरावसंच 7.3
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(7*) खालील सारणीतील माचहतीवरून वगाांतर काढा व अखचंडत वग्व व खंचडत वग्व असणारी वारंवारता चवतरण    
सारणी तयार करा.

वग्वमधय वारंवारता
5 3

15 9
25 15
35 13

         

वग्वमधय वारंवारता
22 6
24 7
26 13
28 4

(8) एका िाळेतील इयतता 9 वीचया 46 चवद्ाथयाांना तयांचया कंपासमधील पशेनसलींची लांबी मोजावयास    
सांचगतली. ती सेंचटमीटरमधये खालीलप्रमाणे आहे.

     16, 15, 7, 4.5, 8.5, 5.5, 5, 6.5, 6, 10, 12, 
13, 4.5, 4.9,  16,  11,  9.2, 7.3, 11.4, 12.7, 13.9, 16, 
5.5, 9.9,  8.4,  11.4, 13.1,  15,  4.8,  10,   7.5,  8.5,  6.5, 
7.2,  4.5,  5.7,  16,   5.7,  6.9,  8.9,  9.2,  10.2,  12.3,  13.7, 
14.5,   10

 0-5, 5-10, 10-15, ..... याप्रमाणे वग्व घेऊन असमावेिक पद्धतीने वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी 
तयार करा.

(9)  एका गावातील सहकारी दूध संकलन करेंद्रावर 50 वयक्तींनी प्रतयेकी चकती लीटर दूध जमा केले आहे तयाची   
माचहती खाली चदली आहे. 

     27,  75, 5, 99, 70, 12, 15, 20, 30, 35, 45, 80,  
77, 90, 92, 72, 4, 33, 22, 15, 20, 28, 29, 14, 
16,        20,     72, 81, 85, 10, 16, 9, 25, 23, 26, 46, 
55, 56, 66, 67, 51, 57, 44, 43, 6, 65, 42, 36,  
7, 35

 योगय वग्व घेऊन वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी तयार करा.

(10) एका संसथेला ‘चदवयांग चवकास चनधी’ साठी गावातील 38 लोकांनी प्रतयेकी काही रुपये चदले, ही माचहती  
खाली चदली आहे.

     101,    500,  401,  201,  301,  160,  210,  125, 175, 190, 450, 151, 
101, 351, 251,  451,  151, 260, 360, 410, 150, 125, 161, 195, 
351, 170, 225, 260, 290, 310, 360, 425, 420, 100, 105, 170, 
250, 100

 (i) 100-149, 150-199, 200-249, ... असे वग्व घेऊन वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी   तयार करा. 
 (ii) सारणीवरून 350 रुपये व तयापेक्षा अचधक चनधी  देणाऱयांची संखया चकती आहे हे चलहा.

(i) (ii)



120

जाणून घेऊया.

  वरचया वग्वमया्वदेपेक्षा कमी संचचत वारंवारता सारणी (Less than cumulative frequency) 

उदा. इयतता 9 वीचया एका िाळेतील 50 चवद्ाथयाांनी प्रथम घटक चाचणीत गचणतात 40 पैकी चमळवलेलया गतुणांची 
वारंवारता चवतरण सारणी पतुढे चदली आहे. 

वग्व वारंवारता(चवद्ाथगी संखया) (f)
0-10 02
10-20 12
20-30 20
30-40 16

एकूण N = 50
(1)  सारणीवरून खालील चवधानातील ररकामया जागा भरा.

 (i)  10 ते 20 या वगा्वची खालची  वग्वमया्वदा  व वरची वग्वमया्वदा  आहे.

 (ii)  10 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती ?   2

 (iii)  20 पेक्षा  कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?    2 +    = 14

 (iv)  30 पेक्षा  कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?    +   = 34

 (v)  40 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?  +  = 50

िे लक्ात ठेवूया.

एखाद्ा चवचिष्ट वगा्वची वारंवारता  आचण तया वगा्वचया आधीचया सव्व वगाांचया वारंवारता यांचया बेरजेला 
तया वगा्वची वरचया मया्वदेपके्षा कमी प्रकारची (Less than cumulative frequency) संचचत वारंवारता  
महणतात. थोडकयात चहला ‘पके्षा कमी संचचत वारंवारता’ सतुद्धा महणतात.

  वरचया वग्वमया्वदेपेक्षा कमी संचचत वारंवारता सारणीचा अथ्व

वग्व 
(गतुण)

वारंवारता पके्षा कमी संचचत 
वारंवारता

0-10 2 2
10-20 12 2 + 12 = 
20-30 20 +20=34
30-40 16 34 +  =50
         एकूण 50

वग्व संचचत
वारंवारता

वरचया वग्वमया्वदेपके्षा कमीचा अथ्व

0-10 2 2 चवद्ाथयाांना 10 पके्षा कमी गतुण
10-20 14 14 चवद्ाथयाांना 20 पके्षा कमी गतुण
20-30 34 34 चवद्ाथयाांना 30 पके्षा कमी गतुण
30-40 50 50 चवद्ाथयाांना 40 पके्षा कमी गतुण
           एकूण 50
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(2) खालचया वग्गमया्गिेएवढी नकंवा तयापेक्ा जासत संनचत वारंवारता सारणी

वग्ग वारंवारता संनचत वारंवारता
0-10 2 50
10-20 12 50 - 2 = 48
20-30 20 48 - 12 = 36
30-40 16 36 - 20 = 16
       एकूण   50

उदा. एका सपोट््ग स क्लबचया टेबलटेननसचया सामनयांसाठी आलेलया खेळाडूंचया वयांचे वगगीकरण खालील सारणीत 
निले आहे. तयावरून खालची वग्गमया्गिा नकंवा नतचयाहून जासत वारंवारता सारणी पूण्ग करा. 

उकल : खालचया वग्गमया्गिेपेक्ा जासत संनचत वारंवारता सारणी

वय (वर्ग) ताळ्ाचया खुणा वारंवारता  
(नवद्ार्गी संखया)

खालची वग्गमया्गिा नकंवा 
नतचयाहून जासत संनचत 

वारंवारता
10-12 |||||  |||| 09      50

12 – 14 ||||| ||||| ||||| |||||  ||| - 9 = 41

14-16 ||||| |||||  ||| 41 - 23 = 

16 – 18 ||||| 05 - 13 =
एकूण  N = 50

(1) खालील सनंचत वारंवारता सारणी पणू्ग करा

वग्ग  (उंची –सेमी मधये) वारंवारता (नवद्ार्गी संखया) पेक्ा कमी सनंचत वारंवारता
150-153 05 05
153-156 07 05+  = 
156-159 15 + 15 =
159-162 10  +  = 37
162-165 05 37+5=42
165-168 03  +  = 45

एकूण N = 45

वग्ग संनचत 
वारंवारता

खालची वग्गमया्गिा नकंवा 
खालचया वग्गमया्गिेपेक्ा जासतचा अर््ग

0-10 50 50 नवद्ारयाांना 0 नकंवा 0 पेक्ा जासत गुण 
नमळाले

10-20 48 48 नवद्ारयाांना 10 नकंवा10 पेक्ा जासत गुण 
नमळाले

20-30 36 36 नवद्ारयाांना 20 नकंवा 20 पेक्ा जासत गुण 
नमळाले

30-40 16 16 नवद्ारयाांना 30 नकंवा 30 पेक्ा जासत गुण 
नमळाले. 

सरावसंच 7.4
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(2)  खालील संचचत वारंवारता सारणी पणू्व करा.

वग्व (माचसक उतपन्न रुपये) वारंवारता (वयक्तींची संखया) पके्षा जासत चकंवा तेवढीच संचचत वारंवारता
1000-5000 45 ..........

5000-10000 19 ..........
10000-15000 16 ..........
15000-20000 02 ..........
20000-25000 05 ..........

एकूण N = 87

(3)  एका वगा्वतील 62 चवद्ाथयाांना गचणत चवरयात 100 पैकी चमळालेले गतुण खाली चदले आहेत. 
 0-10, 10-20 ..... हे वग्व घेऊन वारंवारता सारणी आचण संचचत वारंवारता सारणी (पके्षा जासत) तयार करा.  

 55, 60, 81, 90, 45, 65, 45, 52, 30, 85, 20, 10,  
 75, 95, 09, 20, 25, 39, 45, 50, 78, 70, 46, 64,  
 42, 58, 31, 82, 27, 11, 78, 97, 07, 22, 27, 36,  
 35, 40, 75, 80, 47, 69, 48, 59, 32, 83, 23, 17,  
 77, 45, 05, 23, 37, 38, 35, 25, 46, 57, 68, 45,  
 47, 49

तयार केलेलया सारणीवरून खालील प्रशनांची उततरे चलहा.
 (i)  40 चकंवा 40 पके्षा अचधक गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (ii)  90 चकंवा 90 पके्षा अचधक गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती ?
 (iii)  60 चकंवा 60 पके्षा अचधक गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती
 (iv)  0-10 या वगा्वची पके्षा जासत चकंवा तेवढीच संचचत वारंवारता चकती?

(4)  वरील उदाहरण (3) साठी पेक्षा कमी संचचत वारंवारता सारणी तयार करा यावरून खालील प्रशनांची उततरे चलहा. 
 (i)  40 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (ii)  10 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती ?
 (iii)  60 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (iv)  50-60 या वगा्वची पके्षा कमी संचचत वारंवारता चकती?

जाणून घेऊया.

  केंद्ीय प्रवृततीची पररराणे : (Measures of central tendancy)

 केंद्ीय प्रवृतती : सववेक्षणाने चमळवलेलया सांशखयक सामग्रीमधये सामानयपणे एक गतुणधम्व आढळतो. सामग्रीतील 
एखाद्ा संखयेचया आसपास इतर संखयांची गदगी अचधक झालेली चदसते. समूहाचया या गतुणधमा्वला समूहाची करेंद्रीय 
प्रवृतती महणतात.
 समूहातील जया संखयेचया आसपास इतर संखयांची अचधक गदगी असते, ती संखया तया समूहाचे प्रचतचनचधतव करते 
असे मानतात. अिा संखयेला करेंद्रीय प्रवृततीचे पररमाण महणतात.
 साशंखयकीमधये करेंचद्रय प्रवृततीची पतुढील पररमाणे प्रामतुखयाने वापरली जातात.
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(1)	 मध्य	(Mean)	ः सामग्रीतरील सर्व संख्ांच्ा अंकगणितरी् सरासररीला त्ा सामग्रीचा मध् असे म्हितात.

  सामग्रीचा ‘मध्’ =  
सामग्रीतरील सर्व प्ापाकंांचरी बेररीज

सामग्रीतरील प्ापांकांचरी एकूि संख्ा
  

उदा	(1) 25, 30, 27, 23  आणि  25 ्ा प्ापांकांचा मध् काढा.

उकल	ः 25 30 27 23 25
5

130
5

+ + + +
=  = 26

उदा	(2) इ्तता नरररीच्ा 35 णरद्ार्ाांना प्थम सत्र पररीक्ेत बरीजगणितात 40 पैकी णमळालेले गुि खालरीलप्मािे 
आ्हेत. त्ाररून गुिांचा मध् काढा.
 40,  35,  30,  25,  23,  20,  14,  15,  16,  20,  17,  37,    

 37,  20,  36,  16,  30,  25,  25,  36,  37,  39,  39,  40,    
 15,  16,  17,  30,  16,  39,  40,  35,  37,  23, 16.
उकल	:	्ेथे प्ापांकाचरी संख्ा  जासत असल्ामुळे बेररीज तर करता ्ेईल, परंतु आकडेमोड क्लिष्ट ्होईल. ्ेथे  

3 णरद्ार्ाांना प्त्ेकी 30 गुि आ्हेत. त्ांच्ा गुिांचरी बेररीज 30 + 30 + 30 = 90  अशरी करण्ाऐरजरी 
30 ´ 3 = 90  अशरी करिे सोईचे आ्हे. त्ासाठरी रारंरारता सारिरी उप्ोगरी पडते.

गुि णरद्ाथथी संख्ा fi ´ xi

14 1 14 ´ 1 = 14
15 2 15 ´ 2  = ....
16 5    16 ´ .... = ....
17 2 17 ´ 2 = 34
20 3  .... ´ 3 = ....
23 2 23 ´ 2 = ....
25 3 25 ´ 3 = .....
30 3 .... ´ .... = ....
35 2 35 ´ 2 = 70
36 2 .... ´ .... = ....
37 4 ..... ´ .... = ....
39 3 39 ´ 3 = 117
40 3 .... ´ .... = 120

N= ∑ fi xi = 956

   मध्  x  = f x
N
i i∑ =

956
35

    = 27.31 (अंदाज)े
 \   णदलेल्ा सामग्रीचा मध् 27.31 आ्हे.

संख्ाशासत्रात 
i

n

=
∑

1
 ्हे णचन्ह रापरिे

खूप सोईचे असते. 
i

n

=
∑

1
 fi xi ्ाचा

अथ्व समजून घेऊ. 
i ्हा धन पिूाांक आ्हे.
fi णरद्ार्ाांना प्त्ेकी xi गुि
णमळाले असे समजू. S (णसगमा) ्हे

णचन्ह बेरजेसाठरी रापरले जाते. 
i

n

=
∑

1
 ्हे

णचन्ह i च्ा 1 ते n ्ा  णकमतींसाठरी n 
पदांचरी बेररीज ठररते.
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(2)	 मध्यक	(Median)	ः सामग्रीतरील संख्ा चढत्ा (किंवा उतरत्ा) क्रमाने मांडतात. ्ा मांडणरीतरील मध्भागरी 
्ेणाऱ्ा संख्ेला त्ा सामग्रीचा मध्ि म्हणतात.

 सामग्रीतरील प्ापांिांचरी संख्ा सम असेल तर मध्ावर ्ेणाऱ्ा दोन संख्ांचरी सरासररी ्हा मध्ि मानतात.
उदा.	(1)    72,  66,  87,  92,  63,  78,  54  ्ा सामग्रीचा मध्ि िाढा.
उकल	ः	 कदलेले प्ापांि चढत्ा क्रमाने मांडू.
  54,   63,   66,   72,   78,   87,   92
 ` ्ा मांडणरीत चौथरी संख्ा मध्ावर ्ेते, तरी 72 आ्हे.
  \  कदलेल्ा सामग्रीचा मध्ि  = 72

उदा.	(2) 30,  25,  32,  23,  42,  36,  40,  33,  21,  43  ्ा  सामग्रीचा मध्ि िाढा.
उकल	ः कदलेले प्ापांि चढत्ा क्रमाने कलहू.
  21,  23,  25,  30,  32,  33,  36,  40,  42,  43
  ्ेथे प्ापांिांचरी संख्ा 10, म्हणजे सम आ्हे.
  \	 पाचवरी व स्हावरी अशा दोन संख्ा मध्ावर ्ेतरील. त्ा अनुक्रमे 32 व 33 आ्हेत.

  \		 सामग्रीचा मध्ि  =  32 33
2

65
2

+
=  = 32.5

विचार	करू्या.

सामग्रीतरील प्ापांिांचरी संख्ा n असताना,
(i) n कवषम असेल तर कितवा प्ापांि त्ा सामग्रीचा मध्ि असेल ?
(ii) n सम असताना कितव्ा दोन प्ापांिांचरी सरासररी त्ा सामग्रीचा मध्ि असेल ?

(3)	 बहुलक	(Mode)	ः सामग्रीमध्े  सवावाकिि वेळा ्ेणारा प्ापांि म्हणजे त्ा सामग्रीचा बहुलि ्हो्.
उदा.	(1)    90,  55,  67,  55,  75,  75,  40,  35,  55,  95  ्ा सामग्रीचा बहुलि िाढा.
उकल	ः	 सामग्रीतरील प्ापांि चढत्ा क्रमाने मांडले तर िोणता प्ापांि सवावाकिि वेळा आला आ्हे, ्हे ओळखणे 
सोपे जाईल.
 कदलेल्ा सामग्रीचा चढता क्रम ः   35,  40,  55,  55,  55,  67,  75, 75 90, 95 
 ्ावरून  सवावाकिि वेळा आलेला प्ापांि =  55
 \		 कदलेल्ा सामग्रीचा बहुलि 55.

उदा	(2) एिा िारखान्ातरील िामगारांचरी व्े खालरील सारणरीत कदलरी आ्हेत.

व् (वषषे) 19 21 25 27 30
िामगार 5 15 13 15 7

्ावरून त्ाचं्ा व्ाचा बहुलि िाढा.
उकल	: ्ेथे सवावाकिि वारंवारता 15 आ्हे. परंतु ्हरी वारंवारता दोन प्ापांिांचरी आ्हे.

    \		बहुलि = 21 व 27   \		व्ाचा बहुलि 21 वषषे व  27 वषषे
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सरावसंच 7.5
(1)   मतुकुंदचे 7 वराांचे सोयाबीनचे एकरी उतपन्न श्वंटलमधये 10,7,5,3,9,6,9 असे आहे. यावरून एकरी 

उतपन्नाचा मधय काढा.

(2) चदलेलया सामग्रीचा मधयक काढा. 59,75,68,70,74,75,80

(3)  गचणताचया गृहपाठांत 7 चवद्ाथयाांना चमळालेले 100 पैकी गतुण खालीलप्रमाणे आहेत.
  99, 100, 95, 100, 100, 80, 90 यावरून चमळालेलया गतुणांचे बहुलक काढा.
(4)  एका कारखानयातील 30 कामगारांना चमळत असलेला माचसक पगार रुपयांमधये खालीलप्रमाणे आहे.
  5000, 7000, 3000, 4000, 4000, 3000, 3000, 3000, 8000, 4000,     

4000, 9000, 3000,  5000, 5000, 4000, 4000, 3000, 5000, 5000,     
6000, 8000, 3000, 3000, 6000, 7000, 7000, 6000, 6000, 4000  

  यावरून कामगारांचा माचसक पगाराचा मधय काढा.
(5)  एका टोपलीतील 10 टोमॅटोंचे वजन ग्रॅममधये प्रतयेकी 60, 70, 90, 95, 50, 65,70, 80, 85, 95 अिी 

आहेत. यावरून  टोमॅटोंचया वजनांचा मधयक काढा.
(6)  एका हॉकी खेळाडूने 9 सामनयांत केलेले गोल खालीलप्रमाणे आहेत. 
  5, 4, 0, 2, 2, 4, 4, 3, 3  यावरून मधय, मधयक व बहुलक काढा.
(7)  50 प्राप्ांकांचा मधय  80 आला. परंततु यांतील 19 हा प्राप्ांक चतुकून 91 घेणयात आला असे नंतर लक्षात  

आले, तर दुरुसतीनंतरचा मधय चकती? 
(8)  येथे 10 प्राप्ाकं चढतया क्रमाने मांडलेले आहेत, 2, 3, 5, 9, x + 1, x + 3, 14, 16, 19, 20 जर 

तयांचा मधयक 11 आहे तर x ची चकंमत काढा.
(9*)  35 प्राप्ांकांचा मधय 20 आहे. यांपैकी पचहलया 18 प्राप्ांकांचा मधय 15 व िेवटचया 18 प्राप्ांकांचा   

मधय 25 असेल तर 18 वा प्राप्ाकं काढा.
(10)   पाच प्राप्ाकंांचा मधय 50 आहे. यांपैकी एक प्राप्ाकं कमी झालयास मधय 45 होतो, तर तो प्राप्ांक   

कोणता?
(11*) एका वगा्वत 40 चवद्ाथगी असून तयांपैकी 15 मतुलगे आहेत. एका परीक्षेत मतुलगयांना चमळालेलया गतुणांचा मधय 

33 व मतुलींचया गतुणांचा मधय  35 आहे यावरून वगा्वतील एकूण चवद्ाथयाांना चमळालेलया गतुणांचा मधय 
काढा.

(12)  10 चवद़याथयाांची चकलोग्रॅममधील वजने खालीलप्रमाणे आहेत.  
  40, 35, 42, 43, 37, 35, 37, 37, 42, 37  यावरून बहुलक काढा..
(13)   खालील सारणीत काही कुटुंबांतील 14 वराांखालील अपतयांची संखया दि्ववली आहे. यावरून 14 वरा्वखालील 

अपतयांचया संखयांचा बहुलक काढा.
अपतयांची संखया 1 2 3 4
कुटुंबे (वारंवारता) 15 25 5 5

(14)  खालील सामग्रीचा बहुलक काढा.
प्राप्ाकं (गतुण) 35 36 37 38 39 40
चवद्ाथगी संखया 09 07 09 04 04 02
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 ‘करेंद्रीय प्रवृततीचे कोणते पररमाण घेणे योगय असते ?’ या प्रशनाचे उततर, ते कोणतया हेतूने चनवडायचे याचयािी 
संबचंधत असते.
 समजा, एखाद्ा चक्रकेटचया खेळाडूने सलग अकरा सामनयांमधये अनतुक्रमे  41, 58, 35, 80, 23, 12, 63,  
48, 107, 9 आचण 73 धावा काढलया. तयाचे एकूण कतृ्वतव ठरवताना तयाने प्रतयेक सामनयात काढलेलया धावा 
चवचारात घेणे आवशयक आहे. महणून तयाचया धावांची करेंद्रीय प्रवृतती ‘मधय’ या पररमाणाने ठरवणे योगय होईल.
 तसेच कपडे तयार करणाऱया एखाद्ा कंपनीला कोणतया मापाचे िट्व जासत संखयेने चिवावे ते ठरवायचे आहे. 
तयासाठी (34, 36, 38, 40, 42, 44 यांपैकी) कोणतया मापाचे िट्व अचधकाचधक लोक वापरतात हे सववेक्षणाने 
िोधावे लागेल. महणजे करेंद्रीय प्रवृततीचे ‘बहुलक’ हे पररमाण चनवडणे योगय होईल.

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 7
(1)  योगय पया्वय चनवडा. 
 (i) खालीलपैकी कोणती  सामग्री प्राथचमक सामग्री नाही ?
  (A)  वगा्वला भेट देऊन चवद्ाथयाांचया हजेरीची माचहती गोळा केली.
  (B)  प्रतयक्ष भेट देऊन घरातील वयक्तींचया संखयेची माचहती गोळा केली.
  (C)  तलाठ्ाकडे जाऊन गावातील प्रतयेक िेतकऱयाचे सोयाबीनचया लागवडीखालील क्षेत् नोंदवले.
  (D)  प्रतयक्ष पाहणी करून नालयांचया सवचछतेची माचहती घेतली.

 (ii)  25-35 हा वगा्वची वरची वगा्वमया्वदा कोणती ?
  (A) 25  (B) 35  (C) 60 (D) 30

 (iii)  25-35 हा वगा्वचा वग्वमधय कोणता?
  (A) 25  (B) 35  (C) 60 (D) 30

 (iv)  0-10, 10-20, 20-30 ....... असे वग्व असणाऱया  वारंवारता सारणीत 10 हा प्रप्ांक कोणतया  
  वगा्वत समाचवष्ट करावा ?
  (A) 0-10   (B) 10-20  (C) 0-10 व 10-20 हा दोनही वगाांत   (D) 20-30

 (v*)  जर x  हा x1,x2............xn आचण y  हा y1, y2,……….yn चा मधय असेल आचण z  हा   
  x1,x2............xn , y1, y2,……….yn यांचा मधय असेल तर  z = ?

  (A) 
x y+

2     (B) x + y    (C) 
x y
n
+

  (D) 
x y
n

+
2

 (vi*) पाच संखयांचा मधय 50 असून तयांतील 4 संखयांचा मधय 46 आहे, तर पाचवी संखया कोणती ?
  (A) 4   (B) 20  (C) 434 (D) 66
 (vii*)  100 प्राप्ाकंांचा मधय 40 आहे. जर तयांतील 9 वा प्राप्ांक 30 आहे. तयाचया जागी 70 घेतले व  
   उरलेले प्राप्ाकं तसेच ठेवले तर नवीन मधय काेणता आहे ?
  (A) 40.6      (B) 40.4      (C) 40.3      (D) 40.7
 (viii) 19, 19, 15, 20, 25, 15, 20, 15 हा सामग्रीचा बहुलक कोणता ?
  (A) 15      (B) 20      (C) 19      (D) 25
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 (ix) 7, 10, 7, 5, 9, 10 हा सामग्रीचा मधयक कोणता?
  (A) 7        (B) 9        (C) 8       (D) 10
 (x) खालील सारणीनतुसार 30-40 हा वगा्वची वरचया वग्वमया्वदेपके्षा कमी संचचत वारंवारता चकती?  

वग्व 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50
वारंवारता 7 3 12 13 2

  (A) 13       (B) 15       (C) 35        (D) 22

(2)  20 कम्वचाऱयांचया पगारांचा मधय 10,250 रुपये आहे. जर तयामधये काया्वलय प्रमतुखाचा पगार चमळवला तर  
मधय 750 रुपयांनी वाढतो, तर काया्वलय प्रमतुखाचा पगार काढा.

(3) नऊ संखयांचा मधय 77 आहे, जर तयांचयामधये पतुनहा एक संखया चमळवली असता मधय 5 ने वाढतो, तर 
चमळवलेली संखया कोणती?

(4) एका िहराचे एका मचहनयाचे दररोजचे कमाल तापमान सशेलसअस अंिांमधये खालीलप्रमाणे आहे. योगय वग्व 
घेऊन वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी (सलग वग्व) तयार करा.

 29.2,   29.0,   28.1,   28.5,   32.9,   29.2,   34.2,   36.8,   32.0,   31.0,
 30.5,   30.0,   33,      32.5,   35.5,   34.0,   32.9,   31.5,   30.3,   31.4,
     30.3,   34.7,   35.0,   32.5,   33.5,   29.0,   29.5,   29.9,   33.2,  30.2
 सारणीवरून खालील प्रशनांची उततरे चलहा.
 (i)  कमाल तापमान 34°c  पके्षा कमी असणारे चदवस चकती?
 (ii)  कमाल तापमान 34°c चकंवा तयापेक्षा  जासत असणारे चदवस चकती ?

(5) जर खालील प्राप्ाकंांचा मधय 20.2 असेल तर p ची चकंमत काढा-
xi 10 15 20 25 30

fi 6 8 p 10 6

(6) मॉडेल हायसकूल नांदपूर येथील इयतता 9 वीचया 68 चवद्ाथयाांनी लेखी परीक्षेत गचणतात 80 पैकी चमळवलेले 
गतुण खाली चदले आहेत.

 70,    50,    60,    66,     45,    46,    38,    30,     40, 47,    56,   68,    
 80, 79,  39,  43, 57,    61,    51,    32,   42,    43,  75,   43, 
 36,   37,  61,  71,    32,    40,    45,    32,    36,   42,   43,   55,    
 56,   62,    66,   72,  73,  78,  36,  46, 47,  52,   68,   78, 
 80,   49,   59,   69,    65,  35,  46,  56,   57,   60,     36,    37,  
 45,  42,  70,   37,  45,    66,  56,    47
 30-40, 40-50 ...... हे वग्व घेऊन वरचया वग्व मया्वदेपके्षा कमी संचचत वारंवारता सारणी तयार करा.  
     तया सारणीचया आधारे पतुढील प्रशनांची उततरे चलहा.
 (i) 80 पके्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (ii) 40 पके्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती ?
 (iii) 60 पके्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती
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गशणती गंरत

(7) उदा. 6 मधील सामग्रीचया आधारे 30-40, 40-50 ........... असे वग्व घेऊन खालचया वग्व मया्वदेपेक्षा 
जासत संचचत वारंवारता सारणी तयार करा. यावरून

 (i) 70 चकंवा 70 पके्षा जासत गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (ii) 30 चकंवा 30 पके्षा जासत गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
(8) खालील 10 प्राप्ाकं चढतया क्रमाने मांडलेले आहेत.
 45,47,50,52,x, x+2, 60,62,63,74 यांचा मधयक 53 आहे. यावरून x ची चकंमत काढा. तसेच

 चदलेलया सामग्रीचा मधय व बहुलक काढा.

���

पासकलचा शत्रकोण शकंवा रेरूप्रसतर
      
       1
      1  1
     1  2  1
    1  3  3  1
   1  4  6  4  1
  1  5  10  10  5  1

  

संखयांचा वरील आकचृतबंध चत्कोणाकार मांडणीत आहे. ही मांडणी पासकलचा चत्कोण महणून 
ओळखली जाते. या मांडणीतील पतुढील तीन ओळी ततुमही चलहा. या मांडणीत आडवया ओळींत 
येणाऱया संखया (x + y) या द्च्वपदीचया घातांचया चवसताराचे क्रमवार येणारे सहगतुणक असतात. 
खालील चवसतार पाहा.

 (x + y)0 = 1
 (x + y)1 = 1x + 1y
 (x + y)2 = 1x2 + 2xy + 1y2 
 (x + y)3 = 1x3 +  3x2y + 3xy2 + y3 
 (x + y)4 = 1x4 +  4x3y + 6x2y2 + 4xy3  + 1y4 

या चवसतारांतील x आचण y चया घातांकांचे चनरीक्षण करा. तयावरून (x + y)10 चा चवसतार चलचहणयाचा 
प्रयतन करा.
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उततरसूची
1.  संच

सरावसंच 1.1

(1) (i) {2, 4, 6, 8, ...}   (ii) {2}   (iii)  {-1, -2, -3, ...} (iv) {सा, रे, ग, म, प, ध, नी}
(2) (i) 3

4 हा संच Q चा घटक आहे.  (ii) -2 हा संच N चा घटक नाही.
 (iii) संच P चे घटक p असे आहेत की p ही चवरम संखया आहे. 
(4) (i) A = {चैत्, वैिाख, जयेष्ठ, आराढ, श्ावण, भाद्रपद, अशशवन, काचत्वक, 
   अग्रहायण, पौर, माघ, फालगतुन}
 (ii) X = {C, O, M, P, L, E, N, T}     (iii) Y = {नाक, कान, डोळे, जीभ, तवचा}
 (iv) Z = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}
 (v) E = {आचिया, अाचफ्का, यतुरोप, ऑसटट्ेचलया, अंटाशकट्वका, दचक्षण अमेररका, उततर अमेररका}
(5) (i)  A = {x | x = n2, n Î N, n £ 10} (ii) B = {x | x = 6 n, n Î N, n < 9 }
 (iii) C = {y | y हे  ‘SMILE’ या िबदातील अक्षर आहे.}
 (iv) D = {z | z हा आठवड्ातील चदवस आहे.} (v) X = {y | y हे ‘eat’ या िबदातील अक्षर आहे}

सरावसंच 1.2
(1) A = B = C      (2)  A = B    (3)  संच A आचण C  हे ररक्त संच आहेत.
(4) (i), (iii), (iv), (v) या उदाहरणातील संच सांत संच आहेत तर  (ii), (vi), (vii) यांतील संच अनंत  
 संच आहेत.

सरावसंच 1.3
(1) (i), (ii), (iii), (v) यांतील चवधाने असतय तर (iv), (vi) यांतील चवधाने सतय आहेत.
(4) {1}, {3}, {2},  {7}, {1, 3}, {1, 2}, {1, 7}, {3, 2}, {3, 7}, {2, 7}, {1, 3, 2},  
  {1, 3, 2, 7}  यांसारखे   कोणतीही 3.
(5) (i) P Í H,  P Í B,  I Í M,  I Í B,  H Í B,  M Í B    (ii) संच B
(6) (i) N, W, I यांपैकी कोणताही संच          (ii)  N, W, I यांपैकी कोणताही संच
(7) गचणतात 50% पके्षा कमी गतुण चमळवणाऱया चवद्ाथयाांचा संच

सरावसंच 1.4
(1) n (B) = 21           (2) एकही पेय न घेणाऱया चवद्ाथयाांची संखया  = 5
(3) एकूण चवद्ाथयाांची संखया   =  70
(4) चगररभ्रमण व आकािदि्वन या दोनहींपैकी किाचीच आवड नसणाऱया चवद्ाथयाांची संखया  = 20
  फक्त चगररभ्रमण आवडणारे चवद्ाथगी  = 20, फक्त आकािदि्वन आवडणारे चवद्ाथगी  =  70
(5) (i)  A = {x, y, z, m, n} (ii) B = {p, q, r, m, n}
 (iii) A È B = {x, y, z, m, n, p, q, r} (iv) U = {x, y, z, m, n, p, q, r, s, t}
 (v) A¢ = {p, q, r, s, t}      (vi) B¢ = {x, y, z, s, t}   (vii) (A È B)¢ = {s, t}
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संकीण्म  प्रशनसंग्रह 1

(1)	 (i)		(C)				(ii)		(D)				(iii)		(C)			(iv)		(B)				(v)		(A)			(vi)		(A)
(2)	 (i)		(A)				(ii)	(A)					(iii)		(B)			(iv)		(C)
(3)	 फक्त	इंग्रजी	बोलणािे		57,		फक्त	फ्ेंच	बोलणािे		28,			दोनही	भाषा	बोलणािे	15
(4)	 135							(5)		12				(6)		4
(7)	 (i)	 	 	 	 	 (ii)	 	 	 	 (iii)

(8)	 S	Í	X,		V	Í	X,		S	Í X,  T Í	X,		S	Í	Y,		S	Í	V,			S	Í	T,		V	Í T,  Y Í T,
(9)	 M		È f 	=		M,						M		Ç f 	=		f
(10)	U	=	{1,	2,	3,	4,	5,	7,	8,	9,	10,	11,	13},	A	=	{1,	2,	3,	5,	7}	B	=	{1,	5,	8,	9,	10}
 M  È B	=	{1,	2,	3,	5,	7,	8,	9,	10},						A		Ç B	=	{1,	5}
(11)	n (A  È B)	=	16

2.  वासतव सं्या
सरावसंच 2.1

(1)	 खलंडत	ः	(i),		(iii),		(iv)						अखंड	आरतथी	ः	(ii),	(v)
(2)	 (i)	 0.635			(ii)		0.25 			(iii)			 .3 285714 			(iv)		0.8			(v)		2.125
(3)	 (i)			 3

2 					(ii)		 99
37 				(iii)		 99

314 				(iv)			 99
1574 				(v)		 999

2512

सरावसंच 2.2

(4)	 (i)	 -0.4,		-0.3,	0.2	्ांसािख्ा	असंख्	संख्ा	
 (ii)		-2.310,		-2.320,			-2.325	्ांसािख्ा	असंख्	संख्ा
	 (iii)	5.21,		5.22,		5.23	्ांसािख्ा	असंख्	संख्ा
 (iv)		-4.51,		-4.55,		-4.58	्ांसािख्ा	असंख्	संख्ा

सरावसंच 2.3

(1)	 (i)	 3			(ii)		2				(iii)		4		(iv)		2				(v)		3
(2)	 (i),	(iii),		(vi)		किणी	आहे.	र	(ii),		(iv),		(v)		किणी	नाही.
(3)	 सजाती्	किणी:		(i),		(iii),		(iv)			र		लरजाती्	किणी	:	(ii),			(v),			(vi)

(4)	 (i)	3 3 					(ii)	5 2 					(iii)		5 10 			(iv)	4 7      (v)		2 42

(5)	 (i)		7 2 5 32 					(ii)		 247 274< 				(iii)	2 7 28=     

	 (iv)		5 5 7 5< 				(v)		4 42 9 2> 			(vi)		5 3 91 			(vii)		7		>		2 5

(6)	 (i)		13 5 				(ii)		10 5 				(iii)	24 3 				(iv)		 5
12 7  

  83
  89 97

91
93  95  
99

X Y
   3
5
   7

4 8

A B P Q   a
c
   f

l
  m
n

b
e
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(7) (i)  18        (ii)   126 5     (iii)  6 10    (iv)  80

(8) (i)  7    (ii)  
2

5     (iii)  2    (iv) 62  .

(9) (i) 
5

3
5      (ii) 

14

14      (iii) 
7

5 7       (iv) 
9

2
3      (v)  

3

11
3   

सरावसंच 2.4

(1) (i)  -3 +  21    (ii)  10 14-     (iii)  -18 + 13 6

(2) (i)  
5

7 2-      (ii)  
3 2 5 3 2

2

�� �
    (iii)  28 - 16 3    (iv)  4 - 15

सरावसंच 2.5

(1)	 (i)	13	(ii)	5	(iii)	28		(2)	(i)	2		किंवा	
3

4 		(ii)	1	किंवा		6	(iii)	-2	किंवा	18	(iv)	0	किंवा	-40

संकीर्ण  प्रश्नसंग्रह 2

(1) (i)  B     (ii)  D    (iii)  C     (iv)  D    (v)  A  

 (vi)  C  (vii)  C   (viii)  C   (ix)  A    (x)  B

(2) (i)  
1000

555     (ii) 
999

29539     (iii)  
999

9306     (iv) 
999

357060      (v)  
999

30189

(3) (i)  - .0 714285     (ii) 0.81     (iii)  2.2360679...   (iv)  .9 307692    (v)  3.625

(5) (i)  
2

3
2     (ii)  

3

5
5-

(6) (i)   2    (ii)  2    (iii) 3     (iv)  10       (v) 2     (vi) 11

(7) (i)  6 3     (ii)   
3

34
3    (iii)   

2

15
6    (iv)  -25 3     (v) 

3

8
3

(8) (i)   5
5    (ii) 

21

2 7      (iii) 3 2+    (iv) 
37

3 5 2 2-      (v) 
6 4 3 2

23

�� �

3.  बहुपदी
सरावसंच 3.1

(1)	 (i)		 नाही,	िारण	 y
1 		मध्ये	y	चा	घातांि	(-1)	आहये.

	 (ii)	 नाही,	िारण	 x5 	ला	मध्ये	x	चा	घातािं	
2

1b l 	अपूणाांि	आहये.		
	 (iii)		आहये.			 (iv)	नाही,	िारण	2m-2	मध्ये	घातांि	(-2)	आहये.	 (v)		आहये.
(2) (i)  1    (ii)  3- ,	(iii)		

3

2-

(3) (i)  x7 (ii)  2x35  - 7  (iii)  x8 - 2 x5 + 3	्ा	कतनही	उदाहरणांत	्ांसारखी	अनयेि	उततरये	अस	ूशितात.
(4) (i)  0  (ii)  0  (iii) 2 (iv) 10  (v) 1  (vi) 5   (vii) 3  (viii) 10
(5)	 (i)	वर्ग					(ii)	रयेषी्					(iii)	रयेषी्				(iv)	घन					(v)		वर्ग			(vi)		घन

6
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(6)	 (i)		m3 + 5m +	3							(ii)		y5 + 2y4 +	3y3 -	y2 -	7y -		 2
1    

(7)	 (i)		(1,	0,	0,	-2)				(ii)		(5,	0)				(iii)		(2,	0,	-3,	0,	7)				(iv)		 3
2-b l   

(8)	 (i)		x2 + 2x +	3				(ii)		5x4 -	1				(iii)		-2x3 + 2x2 -	2x +	2
(9)	 रग्व	बहुपदी	ः		x2 ;    2x2 +	5x +	10;		3x2 +	5x;   घन	बहुपदी	ः	x3 + x2 +	x +	5;			x3 + 9
	 िेषी्	बहुपदी	ः		x + 7;		द्लरपदी	ः	 x + 7,  x3 + 9;		लत्रपदी	ः	2x2 +	5x +	10;	 एकपदी	ः		x2

सरावसंच 3.2

(1)	 (i)		a +	bx  				(ii) xy 					(iii)	10n +	m
(2)	 (i)		 6x3 - 2x2 +	2x 				(ii)		-2m4 + 2m3 +	2m2 +	3m -	6	+	 2 	(iii)		5y2 +	6y +11
(3)	 (i)	 -6x2 +	10x      (ii)	10ab2+  a2b -	7ab 
(4)	 (i)		2x3 - 4x2 -	2x				(ii)	x8 +	2x7 +	2x5 -	x3 -	2x2 -	2   				(iii)	-4y4 +	7y2 +	3y
(5)	 (i)		x3 - 64	=	(x - 4)	(x2 +	4x +	16)	+	0				
	 (ii)		5x5 + 4x4 -	3x3 +	2x2 +	2	=	(	x2 -	x) (5x3 + 9x2 +	6x +	8)	+	(8x + 2)
(6)	 a4 + 7a2 b2 +	2b4 

सरावसंच 3.3

(1)	 (i)	 भागाकाि	=		2m +	7,			बाकी		=	45
	 (ii)		भागाकाि	=		x3  +3x -	2,			बाकी		=	9
	 (iii)	भागाकाि	=		y2 +	6y +	36,			बाकी		=	0
	 (iv)		भागाकाि	=		2x3 - 3x2 +	7x -	17,			बाकी		=	51
	 (v)	 भागाकाि	=		x3 - 4x2 +	13x -	52,			बाकी		=	200
	 (vi)	 भागाकाि	=		y2 - 2y +	3,			बाकी		=	2

सरावसंच 3.4

(1)	 5			(2)		1			(3)		4a2 +20				(4)		-11

सरावसंच 3.5

(1)	 (i)	-41			(ii)		7				(iii)		7								(2)	 (i)		1,	0,	-8				(ii)			4,	5,	13					(iii)		-2,	0,	10
(3)	 0			(4)	2				(5)		(i)	17		(ii)		2a3 - a2 -	a   (iii)		1544				(6)	92			(7)		आह	े
(8)		2					(9)		(i)	नाही			(ii)		आहे					(10)	 30				(11)		आहे				
(13)		(i)		-3				(ii)		80

सरावसंच 3.6

(1)	 (i)		(x +	1)		(2x -	1)			(ii)	(m +	3)	(2m -	1)			(iii)		(3x +	7)		(4x +	11)
	 (iv)		(y -	1)	(3y +	1)				(v)		(x +	 3 )		( 3 x +	1)			(vi)		(x -	4)		 x2

1 1-b l
(2)	 (i)	 (x -	3)	(x +	2)	(x -	2)	(x +	1)				(ii)		(x -	13)	(x -	2)
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 (iii)  (x - 8)  (x + 2) (x - 4) (x - 2)     (iv) (x2 - 2x + 10) (x2 - 2x - 2)
 (v)  (y2 + 5y - 22) (y + 4) (y + 1)    (vi)  (y + 6) (y - 1) (y + 4) (y + 1)
 (vii)  (x2 - 8x + 18) (x2 - 8x + 13)

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 3

(1) (i) D  (ii)  D  (iii)  C  (iv)  A  (v) C   (vi) A   (vii) D  (viii) C  (ix) A (x) A

(2) (i) 4  (ii) 0   (iii) 9

(3) (i) 7x4 - x3 + 4x2 - x + 9   (ii)  5p4+ 2 p3 + 10p2 + p - 8

(4) (i) (1, 0, 0, 0, 16)     (ii)   (1, 0, 0, 2, 3, 15)

(5) (i) 3x4 - 2x3 +  0x2 +7x + 18    (ii)   6x3 + x2 + 0x + 7    (iii)  4x3 + 5x2 - 3x + 0

(6) (i) 10x4 + 13x3 + 9x2 - 7x + 12     (ii)  p3q + 4p2q  + 4pq + 7

(7) (i) 2x2 - 7y + 16    (ii)  x2 + 5x + 2  

(8) (i) m7 - 4m5 + 6m4 + 6m3 - 12m2 + 5m + 6  

 (ii)  5m5 - 5m4 + 15m3 - 2m2+2m - 6 

(9) बाकी  =  19   (10) m = 1   (11)  एकूण लोकसंखया   = 10x2 + 5y2 - xy

(12)  b = 2
1   (13)  11m2 - 8m + 5      (14)  -2x2 + 8x + 11     (15)  2m + n + 7

4.  गुणोततर प्रराण
सरावसंच 4.1

(1) (i)  6 : 5    (ii)  2 : 3    (iii)  2 : 3
(2) (i)  25 : 11   (ii)  35 : 31  (iii)  2 : 1  (iv) 10 : 17   (v)  2 : 1  (vi)  220 : 153
(3) (i) 3 : 4     (ii)  11 : 25    (iii)  1 : 16   (iv) 13 : 25     (v)  4 : 625
(4) 4 माणसे  (5) (i)  60%    (ii)  94%    (iii)  70%    (iv)  91%    (v)  43.75%
(6) आभाचे वय 18 वरवे आईचे वय 45 वरवे      (7)  6 वराांनी     (8)  रेहानाचे आजचे वय 8 वरवे.

सरावसंच 4.2

(1) (i)  अनतुक्रमे  20, 49, 2.5       (ii)  अनतुक्रमे  7, 27, 2.25

(2) (i)1 : 2p      (ii) 2 : r     (iii) 2  : 1    (iv) 34 : 35

(3) (i)  3
5

7
31     (ii)  3 5

5 7
63

125
=       (iii)  18

5
121
172     
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	 (iv)		 80
48

45
27

= 					(v)				 .
.

.

.
5 1
9 2

7 1
3 42

(4)	 (i)		80o				(ii)		अलबट्वचे	आजचे	र्	25	रषषे,		सलीमचे	आजच	ेर्	45	रषषे				

	 (iii)		लांबी	13.5	सेमी,	रुंदी	4.5	सेमी			(iv)	124,	92					(v)		20,	18

(5)	 (i)		729		(ii)		45	:	7						(6)		2	:	125					(7)	x =	5

सरावसंच 4.3

(1)	 (i)		22	:	13					(ii)		125	:	71				(iii)	316	:	27				(iv)		38	:	11
(2)	 (i)		3	:	5				(ii)		1	:	6				(iii)		7	:	43			(iv)	71	:	179										(3)	170	:	173
(4)	 (i)		x =	8				(ii)		x =	9				(iii)		x =	2			(iv)		x =	6				(v)		x =	 14

9 		(vi)	x =	3

सरावसंच 4.4

(1)	 (i)	36,	22					(ii)		16,	2a -	2b +	2c
(2) (i)  29 : 21     (ii)  23 : 7         (4) (i)  x	=	2					(ii)		y	=	1

सरावसंच 4.5

(1)	 x	=	4				(2)		x	=	 14
347 					(3)		18,	12,	8		लकंरा			8,	12,	18						(6)		 xy

x y+

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 4

(1)	 (i)		B				(ii)	C					(iii)	B				(iv)		D				(v)		C
(2)	 (i)		7	:	16				(ii)		2	:	5				(iii)		5	:	9			(iv)		6	:	7				(v)		6	:	7
(3)	 (i)	1	:	2					(ii)		5	:	4				(iii)		1	:	1	
(4)	 (i)	र		(iii)		पिंपरित	प्रमाणात	आहेत		(ii)	र		(iv)		पिंपरित	प्रमाणात	नाहीत.				(5)	b	=	9

(6)	 (i)		7.4%				(ii)		62.5%				(iii)	73.33%				(iv)		31.25%				(v)		12%

(7)	 (i)	5	:	6				(ii)		85	:	128				(iii)	1	:	2		(iv)		50	:	1				(v)		3	:	5	

(8)	 (i)	 9
17 				(ii)	19			(iii)		 27

35 		(iv)		 29
13

(11)			x	=	9

5.  दोन चलांतील रेषीय सरीकरणे

सरावसंच 5.1

(3)		 (i)	x	=	3;		y	=	1					(ii)		x	=	2;		y	=	1				(iii)		x	=	2;		y	=	-2			
	 (iv)		x	=	6;		y	=	3				(v)		x	=	1;		y	=	-2		(vi)		x	=	7;		y	=	1
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सरावसंच 5.2

(1)	 5	रुप्ांच्ा	30	नोटा	र	10	रुप्ांच्ा	20	नोटा	आहेत.
(2)	 9

5 					(3)		लप्र्ांकाच	ेर्	20	रषषे,		दीलपकाचे	र्	14	रषषे			(4)	20	लसंह,		30	मोि
(5)	 सुरुरातीचा	पगाि		` 3900,	रालष्वक	राढ		` 150
(6)	 ` 4000	 (7)	 36							(8)		ÐA	=	900,  ÐB	=	400,   ÐC	=	500

(9)	 420	सेमी					(10)		10
संकीण्म  प्रशनसंग्रह 5

(1)	 (i)		A				(ii)		C				(iii)		C	

(2)	 (i)	x =	2;		y =	1				(ii)		x =	5;		y =	3				(iii)	x =	8;		y =	3			

	 (iv)		x =	1;		y =	-4				(v)	x =	3;		y =	1	(vi)	x =	4;		y =	3

(3)	 (i)	 x =	1;		y =	-1				(ii)		x =	2;		y =	1				(iii)	x =	26;		y =	18			(iv)		x =	8;		y =	2				

(4)	 (i)	 x =	6;		y =	8				(ii)		x =	9;		y =	2				(iii)	x =	 2
1 ;		y =	 3

1 	 	 (5)	35

(6)	 ` 69				(7)	प्रत्ेकाचे	मालसक	उतपन	अनरुिमे		` 1800	र	` 1400

(8)	 लांबी	347	एकक,	रुंदी	207	एकक		 (9)	40	लकमी/तास,	30	लकमी/तास

(10)	(i)	54,	45		 (ii)	36,	63	 इत्ादी.

6.  अथ्मजनयोजन
सरावसंच 6.1

(1)	 ` 1200					 (2)		दुसऱ्ा	रषा्वनंतिच	ेभांडरल		` 42,000,	मूळ	भांडरलारि	शेकडा	16	तोटा	झाला.			
(3)		मालसक	उतपन	` 50,000					 	 (4)		श्ी.	फनाांडीस						 	 (5)			` 25,000	

सरावसंच 6.2

(1)	 (i)		आ्कि	भिारा	लागणाि	नाही				(ii)		भिारा	लागेल					(iii)	भिारा	लागेल				
	 (iv)	भिारा	लागेल				(v)	भिारा	लागणाि	नाही
(2)	 ` 9836.50

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 6

(1)	 (i)	A					(ii)	B					(2)	 उतपन	` 8750						
(3)			लहिालालचा	शेकडा	फा्दा	36.73,		िमलणकलालचा	शेकडा	फा्दा	16.64,		 लहिालाल
(4)	 ` 99383.75		 (5)	` 4,00,000	 (6)	12.5%	
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(7) रमिेची बचत ` 48000 ; सतुरेिची बचत ` 51000 ; चप्रतीची बचत ` 36000 
(8) (i) ` 213000  (ii) ` 7500  (iii) कर नाही.

7.  सांबखयकी
सरावसंच 7.2

(1) प्राथचमक सामग्री ः (i), (iii),  (iv)  दुययम सामग्री ः (ii)  

सरावसंच 7.3

(1) खालची वग्व मया्वदा = 20,  वरची वग्व मया्वदा = 25      (2) 37.5 (3) 7-13

सरावसंच 7.4

(3) (i) 38   (ii) 3   (iii)  19    (iv) 62           (4)  (i) 24   (ii) 3   (iii)  43    (iv) 43

सरावसंच 7.5

(1) 7 श्वंटल     (2) 74     (3) 100     (4) ` 4900     (5) 75 ग्रॅम     
(6) मधय  = 3,   मधयक  =  3,   बहुलक  = 4     (7) 78.56    (8) x = 9    (9) 20    (10)  70
(11)  34.25    (12) 37 चकग्र ॅ  (13) 2     (14) 35 व  37

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 7

(1) (i) C  (ii) B  (iii)  D  (iv)  B   (v)  A  (vi)  D  
 (vii)  B   (viii) A     (ix) C      (x)  C 
(2) ` 26000       (3)  ` 127
(4) (i)  24  (ii) 06 
(5) P = 20    
(6) (i)  66  (ii) 14  (iii) 45
(7) (i) 11  (ii) 68
(8) x = 52,  मधय  = 55.9,   बहुलक  = 52

���



इयत्ता ९ वी प्तातयक्षिक पुसस्कता
गक्ि्  (भताग I व भताग II)

प्तातयक्षिक नोंदवह्ता पताठ्यपुस्क मंडळताचयता क्वभतागीय 
भतांडतारतंामधयये क्वक्रीसताठी उपलब्ध आहये्.

(१) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, स्ेनाप्ती बापट माग्ग, पुणे ४११००४,  २५६५९४६५ (२) मिाराष्ट्र राज्य 
पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, पी - ४१, औद्ोरगक वसाि्त, मुंबई-बंगलोर मिामागा्गवर, सकाळ का्या्गल्यासमोर, कोलिापूर 
४१६१२२  २४६८५७६ (३) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, १० उद्ोग ्नगर, एस. विी. रोड, गोरेगाव, 
पश्चिम मुंबई ४०० ०६२  २८७७१८४२ (४) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, रसडको प्लॉट ्नं. १४, डबल्यू 
सेकटर १२, वावंजा रोड, न्यू प्नवेल, रज. रा्यगड, प्नवेल ४१० २०६  २७४६२६४६५ (५) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार 
व रव्तरण केंद्र, लेखा्नगर जवळ, प्लॉट ्ंन. २४, ‘माघ’ सेकटर, रसडको, ्नवी्न मुंबई-आग्ा रोड, ्नारशक ४२२००९  २३९१५११ 
(६) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, एम आ्य डी सी शेड क्रमांक २ व ३, रेलव ेसटशे्नजवळ, औरंगाबाद ४३१ 
००१  २३३२१७१ (७) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, रवींद्र्नाथ टागोर सा्यनस कलॉलेजसमोर, मिाराजा 
बाग रोड, ्नागपूर ४४० ००१  २५४७७१६/२५२३०७८ (८) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, प्लॉट ्नं, एर 
९१, एम आ्य डी सी, ला्ूतर ४१३५३१  २२०९३० (९) मिाराष्ट्र राज्य पाठ्यपुस्तक भांडार व रव्तरण केंद्र, शांक्ुतल कलॉल्नी, 
विी. एम. विी. कलॉलेजमागे, अमराव्ती ४४४ ६०४  २५३०९६५

मराठी 
माध्यम

मूल्य
५५ रूप्ये

• शास्नमान्य अभ्यासक्रम व 
पाठ्यपुस्तकावर आ्धारर्त.

• मूल्यमाप्न ्योज्ने्नुसार सव्ग 
पाठांवर आ्धारर्त 
प्ात्यरषिकाचंिा समावेश.

• रवरव्ध कृ्ती, रचित्े, आकृत्या 
इत्यादीं्नी ्ुयक्त. 

• आश्यावर आ्धारर्त कािी 
उदािरणांचिा समावेश.

• क्ृती्ुयक्त उदािरणांचिा 
समावेश.

• सरावासाठी अर्धकचेि प्््न व 
उत्तर रलखाणासाठी सव्ंतत् 
जागा

55.00

पाठ्यपुस्तक मंडळ, बालभार्ती मार्फ्त इ्यत्ता १ ली ्ेत १२ वी 
ई-लर्निंग सारित्य (Audio-Visual) उपलब्ध... 
• शेजारील Q.R.Code सककॅ्न करू्न ई-लर्निंग सारित्य 

मागणीसाठी ्नोंदणी करा.
• Google play store वरू्न ebalbharati app डाऊ्नलोड 

करू्न ई लर्निंग सारित्यासाठी मागणी ्नोंदवा.
     www.ebalbharati.in, www.balbharati.inebalbharati
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